JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ
10. lipnja 2013.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izracunata rjesenja (tj. brojevi) bez opisa postupka kako se do njih dolazi, odnosno, bez ocjene greske koja
garantira trazenu to¢nost — ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati i uvid u kolokvije: srijeda, 12. lipnja 2013. u 10 sati.

ZADATAK 1

(20 bodova.) Neka je g < 21 < - -+ < z,, zadana mreZza ¢vorova i neka je f zadana funkcija na intervalu [zg, z,].

(a) Napisite definiciju kubi¢ne splajn interpolacije za funkciju f na zadanoj mrezi. Koje uvjete interpolacije
i glatkoée zadovoljava ova interpolacija?

(b) Ukratko komentirajte je li kubi¢na splajn interpolacija lokalna ili ne.

(¢) Uz koje uvjete na mreze ¢vorova dobivamo uniformnu konvergenciju kubic¢ne splajn interpolacije prema
funkciji f7 Kojeg reda je konvergencija i o ¢emu to ovisi?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 2
10. lipnja 2013.

(1545 = 20 bodova.)

(a) Zadana je matrica

A(z) =

O O o
o8 V=M
—wy o
N = OO

gdje je x realni parametar. Nadite sve vrijednosti = za koje je A(x) pozitivno definitna matrica i izra¢unajte
pripadnu faktorizaciju Choleskog matrice A(x).

(b) Napisite iskaz teorema o egzistenciji i jedinstvenosti LR faktorizacije kvadratne matrice A, reda n. Ukratko
komentirajte sto se dogada ako bitni uvjeti teorema nisu ispunjeni. Kako se iz LR faktorizacije bez pivotiranja
dobije rjesenje linearnog sustava Ax = b7



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 3
10. lipnja 2013.

(15 bodova.) Funkciju

1
flx) =e""cos (iz)
interpoliramo polinomom u ¢vorovima xg = —1, 1 = —1/2, 29 = 1/2, z3 = 1.
(i) Izrac¢unajte (u decimalnim brojevima) Newtonov oblik ovog interpolacijskog polinoma.
(ii) Nadite ocjenu uniformne pogreske ove interpolacije na intervalu [—1, 1].
(iii) Izracunajte vrijednost interpolacije u tocki = 1/3, ocjenu lokalne pogreske i pripadnu pravu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 4
10. lipnja 2013.

(20 bodova.) Zadana je funkcija
flx)=2" -z

na intervalu [0,2]. Za bilo koji zadani prirodni broj N € N, neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite
koeficijente b,, u aproksimaciji funkcije f sinusnim trigonometrijskim “polinomom?”, tj. funkcijom oblika

N
o(z) = Z by, sin(nrx).

n=1

Ovise li koeficijenti b, o N7 Argumentirajte odgovor!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 5
10. lipnja 2013.

(1545 = 20 bodova.)

(a) Odredite tezine wq, we, ws i ¢vor x2 u Gauss—Lobattovoj integracijskoj formuli oblika

1

/x_1/4 f(z)dz =~ w1 f(0) + wa f(z2) + w3 f(1)

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma sto je mogucée veceg stupnja. Koliki je
polinomni stupanj egzaktnosti ove formule?

Pomo¢u ove formule izrac¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(z) = x%/4 i nadite pravu gresku.

(b) Moze li integracijska formula

1 ./1 2 /2
0 =1i)-318)
N=51(:)-5/G
biti interpolacijska s nekom pozitivnom tezinskom funkcijom w, na nekom intervalu [a, b] koji sadrzi ¢vorove
1/512/3?7 Precizno argumentirajte odgovor!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 6
10. lipnja 2013.

(1545 = 20 bodova.)
(a) Nadite najvece rjesenje jednadzbe

eerz:L'QJr:L'*g:O

s totnosgéu € = 10~%. Duljina pocetnog intervala za nalazenje rjeSenja mora biti barem 1/2.

Napomena: Detaljno obrazloZite sve svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!

(b) Na primjeru Newtonove metode pokazite koja je veza izmedu iterativnih metoda za nalazenje nultocke funkcije
funkcije f i jednostavnih iteracijskih funkcija ¢. Iskazite teorem koji garantira da niz jednostavnih iteracija
generiranih funkcijom ¢ “lokalno” konvergira prema fiksnoj tocki « funkceije ¢, s redom konvergencije (barem)
p, gdje je p > 1 prirodan broj.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ
10. lipnja 2013.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izracunata rjesenja (tj. brojevi) bez opisa postupka kako se do njih dolazi, odnosno, bez ocjene greske koja
garantira trazenu to¢nost — ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati i uvid u kolokvije: srijeda, 12. lipnja 2013. u 10 sati.

ZADATAK 1

(20 bodova.) Neka je g < 21 < - -+ < z,, zadana mreZza ¢vorova i neka je f zadana funkcija na intervalu [zg, z,].

(a) Napisite definiciju po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interpolacije za funkciju f na zadanoj mrezi. Koje
uvjete interpolacije i glatkoce zadovoljava ova interpolacija?

(b) Ukratko komentirajte je li po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija lokalna ili ne.

(¢) Uz koje uvjete na mreze ¢vorova dobivamo uniformnu konvergenciju po dijelovima kubi¢ne Hermiteove
interpolacije prema funkciji f? Kojeg reda je konvergencija?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 2
10. lipnja 2013.

(1545 = 20 bodova.)

(a) Zadana je matrica

A(z) =

OO =
o8 K~ R
—wy o
N = OO

gdje je x realni parametar. Nadite sve vrijednosti = za koje je A(x) pozitivno definitna matrica i izra¢unajte
pripadnu faktorizaciju Choleskog matrice A(x).

(b) Napisite definiciju dijagonalne dominantnosti po stupcima za kvadratnu matricu A, reda n. Sto vrijedi za
takve matrice u Gaussovim eliminacijama bez pivotiranja i je li potrebno parcijalno pivotiranje?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 3
10. lipnja 2013.

(15 bodova.) Funkciju
f(z) =€ sin (%x)
interpoliramo polinomom u ¢vorovima xg = —1, 1 = —2/3, 29 = 2/3, z3 = 1.
(i) Izrac¢unajte (u decimalnim brojevima) Newtonov oblik ovog interpolacijskog polinoma.
(ii) Nadite ocjenu uniformne pogreske ove interpolacije na intervalu [—1, 1].
(iii) Izracunajte vrijednost interpolacije u tocki = 1/2, ocjenu lokalne pogreske i pripadnu pravu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 4
10. lipnja 2013.

(20 bodova.) Zadana je funkcija
flx)=2" -z

na intervalu [0,2]. Za bilo koji zadani prirodni broj N € N, neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite
koeficijente a,, u aproksimaciji funkcije f kosinusnim trigonometrijskim “polinomom”, tj. funkcijom oblika

N
o(z) = Z ap, cos(nmz).

Ovise li koeficijenti a,, 0 N7 Argumentirajte odgovor!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 5
10. lipnja 2013.

(1545 = 20 bodova.)
(a) Odredite tezine wq, we, ws i ¢vor x2 u Gauss—Lobattovoj integracijskoj formuli oblika

1

[ F@)do m wnf(©) + wafnz) + wsf (1)
0
iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma sto je mogucée veceg stupnja. Koliki je

polinomni stupanj egzaktnosti ove formule?

7/4

Pomoéu ove formule izrac¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(z) = z/* i nadite pravu gresku.

(b) Moze li integracijska formula

1 ./1 2 /2 4 /4
10 =4+ 213) - )
(7) 4f4 +3f3 5f5
biti Gaussova integracijska formula s nekom pozitivhom tezinskom funkcijom w, na nekom intervalu [a, ]
koji sadrzi ¢vorove 1/4,2/3 i 4/57 Precizno argumentirajte odgovor!



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — POPRAVNI KOLOKVIJ — ZADATAK 6
10. lipnja 2013.

(1545 = 20 bodova.)
(a) Nadite najmanje rjesenje jednadzbe

2 5
e_erg:L'Qf:L'*g:O

s totnoséu € = 10~%. Duljina pocetnog intervala za nalazenje rjeSenja mora biti barem 1/2.

Napomena: Detaljno obrazloZite sve svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!

(b) Sto je jednostavna iteracijska funkcija ¢ za generiranje niza iteracija x,,? Iskazite teorem o konvergenciji niza

generiranog neprekidnom funkcijom ¢ prema fiksnoj tocki o funkcije . Koja je brzina konvergencije tog niza
(u opéem slucaju)?



