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Uvod

Tema ovod rada je Morleyev teorem kategoricnost koji govori da je potpuna
prebrojiva teorija prvog reda, koja je kategoricna u nekom neprebrojivom
kardinalu, zapravo kategori¢na u svim neprebrojivim kardinalima.

Ovaj teorem jedan je od klasicnih strukturalnih rezultata o teorijama
prvog reda i smatra se pocetkom moderne teorije modela. Teorem je origi-
nalno dokazao M. Morley 1965 godine u ¢lanku pod nazivom Categoricity in
power. Danas postoje razliciti pristupi dokazivanju ovog teorema, a mi smo
za potrebe ovog rada koristili metodu koju predlaze A. Pillay, prezentiranu
u [7], te je ta skripta ujedno i osnovna literatura koristena za ovaj rad.

Rad se sastoji od tri poglavlja kroz koja dokazujemo Morleyev teorem.
U prvom poglavlju fiksiramo notaciju i ponavljamo neke osnovne rezultate
logike prvog reda koje ¢emo u nastavku rada obilato i ¢esto bez posebnog
naglasavanja koristiti. Vecina rezultata koji su izneseni u ovom poglavlju
moze se nac¢i u svakom uvodu u matematicku logiku ili teoriju modela, a za
neke alternativne pristupe dane su napomene o literaturi.

U drugom poglavlju uvodimo posebne klase struktura i proucavamo neka
njihova svojstva. Prvenstveno nas zanimaju svojstva saturiranih struktura
koje igraju veliku ulogu u dokazu Morleyevog teorema. Takoder uvodimo
i pojam homogenih struktura i dovodimo ih u vezu sa saturiranim struk-
turama. Kao sto Ce ¢itatelj uociti, pojam tipa, jedan od fundamentalnih
pojmova teorije modela, pojavljuje se u gotovo svim definicijama u drugom
i tre¢em poglavlju, te je potrebno naglasiti njegovu vaznost. Takoder valja
napomenuti da, premda fundamentalan, pojam tipa u literaturi nema unifi-
ciranu definiciju, te razli¢iti autori koriste razli¢ite pristupe i premda je os-
novna ideja svugdje ista, razlike u definiciji dodatno kompliciraju ili pojed-
nostavljuju dokaze. U ovom se radu drzimo definicije tipa kako je predlaze
A. Pillay i sve dokaze preuzete iz literature prilagodavamo toj definiciji. Os-
tali pojmovi uvedeni u ovom poglavlju, poput prostih i atomarnih modela,
te topologije na prostoru tipova uglavno su tehnicke naravi i sluze nam za
dokaz Morleyevog teorema.

Tre¢e poglavlje donosi nam i sam teorem. Na pocetku uvodimo po-
jam w-stabilnosti te sve zakljucke izvodimo uz pretpostavku w-stabilnosti
proucavane teorije. Kao $to ¢emo pokazati, za nase potrebe je to dovoljno, jer
je svaka teorija koja je kategori¢na u nekom neprebrojivom kardinalu ujedno
i w-stabilna. Nakon toga uvode se pojmovi Moleyevog ranga i Morleyevog
stupnja, te se pokazuju neka Zeljena svojstva w-stabilnih teorija. Nadalje
radimo s pojmovima nerazlucivih nizova i konstruktibilnih modela, takoder
osnovnih pojmova teorije modela. Na samom kraju dovodimo u vezu w-
stabilnost s egzistencijom saturiranih modela i koristec¢i teorem o jedinstvenosti

i



saturiranih modela dokazujemo Morleyev teorem.

Kao sto ¢emo vidjeti ovaj teorem, premda ima jednostavan i lako razumljiv
iskaz, zahtjeva koristenje razlicitih ideja teorije modela za sam dokaz. Teorem
se moze promatrati i kao daljnje istrazivanje u smjeru Lownheim-Skolemovog
teorema "na gore”. Naime, izreku Lownheim-Skolemovog teorema mozemo
gledati kao rezultat koji nam govori da teorije prvog reda ne mogu razliko-
vati svoje beskonacne modele. Morleyev teorem bi se tako mogao proma-
trati kao rezultat koji nam govori da teorije prvog reda ne mogu razlikovati
izomorfizme svojih neprebrojivih modela (preciznije njihovu kategori¢nost).
Naravno, ovdje se potrebno ograditi i re¢i da je ovo subjektivna autorova
interpretacija.

Kao sto smo ve¢ napomenuli Morleyev teorem je klasi¢ni rezultat struk-
turalne teorije modela i tu treba gledati njegovu pravu vrijednost. Opéenito
govoriti o broju modela odredene kardinalnosti za neku teoriju je slozen
problem. Postoje razli¢iti relativni rezultati koji nam govore o tom prob-
lemu. Jedan apsolutni rezultat, onaj o nepostojanju potpune prebrojive
teorije s totno dva neizomorfna prebrojiva modela, navodimo na kraju dru-
gog poglavlja, no nazalost dokaz te Cinjenice izlazi izvan okvira ovog rada.
Daljnje generalizacije Morleyevog teorema detaljno je proucavao S. Shelah u
svojem djelu Classification theory, koje se smatra jednim od najvaznijih
djela danasnje teorije modela.

Na kraju ovog uvoda zelio bih se zahvaliti mentoru, prof. Mladenu
Vukovi¢u na velikoj pomoéi prilikom odabira teme i strpljenju za vrijeme
izrade ovog rada.
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1 Osnovne definicije i primitivni alati

Kroz citav rad podrazumijevamo predznanje dodiplomskog kolegija Matema-
ticka logika koji je raden prema [8]. Kako odredene razlike ipak postoje u
ovom poglavlju fiksiramo terminologiju.

Citavo vrijeme prou¢avamo teorije prvog reda T nad nekim jezikom (sig-
naturom, vokabularom) L, te osnovne objekte tog jezika, dakle terme i
formule, definiramo induktivno na uobicajeni nacin. Nadalje, pojam L-
strukture se standardno definira, jedina razlika u odnosu na skriptu [8] je
u tretiranju jednakosti. Kroz ovaj rad smatramo da svaka teorija prvog reda
ima dvomjesni relacijski simbol =, te se on, unutar svake strukture, inter-
pretira kao jednakost. Preciznije, ako imamo jezik L, L-strukturu M, te
formulu ®, oblika t; = o, pri ¢emu su t; i t5 termi, ¢ije se slobodne varijable
nalaze unutar vy, ...,v,, tada definiramo da je na strukturi M za valuaciju
@ istinita formula ®, u oznaci M |= ®[a], ako vrijedi t{[a] = t2'[a], gdje je
tM[a] valuacija terma t u strukturi M za a.

Pri tome podrazumijevamo dajea = (aq, . .., a,) isa M | ®[a] oznacava-
mo M = ®[vy/ay,...,v,/a,]. Prisjetimo sa jos da re¢enicom nazivamo for-
mulu koja ne sadrzi slobodnih varijabli, te da je recenica na nekoj strukturi ili
istinita za sve valuacije ili lazna za sve valuacije, dok kod otvorenih formula
(onih koje sadrze slobodne varijable) istinitost ovisi upravo o tome kako se
slobodne variable valuiraju.

Kako je ve¢ina rezultata iznesenih u ovom poglavlju dokazana tijekom
dodiplomskog kolegija logike, ovdje ne navodimo dokaze. Rezultati koji se
ne nalaze u [8] mogu se pak naéi, detaljno razradeni, u svakom uvodu u
teoriju modela, primjerice u [6] ili [3].

Definicija 1.1. Neka je L jezik, M neka L-struktura, te > skup L-recenica.

(1) Pod L-teorijom podrazumijevamo skup L-recenica T, koji je zatvoren
na relaciju logicke posljedice.

(17) Za teoriju T kaZemo da je konzistentna ako ima model.

(i1i) Neka je K klasa L-struktura. Sa Th(K) oznacavmo skup {o : M =
o za sve M iz K}. Za K = {M} pisemo Th(M).

(1v) Za klasu L-struktura K kaZemo da je elementarna klasa ako postoji
skup L-recenica ¥ tako da vrijedi K = {M : M = 3}, odnosno Th(K) = X.

(v) Kazemo da su dvije L-strukture M i N elementarno ekvivalentne,
u oznaci M = N, ukoliko zadovoljavaju iste L-recenice, odnosno ukoliko
Th(M) =Th(N).

(vi) Za L-teoriju T kaZemo da je potpuna ukoliko za sve L-recenice o
vrijedi da je ili o € T ili —o €T



Neka osnovna svojstva definiranih pojmova isticemo u sljede¢oj propozi-
ciji.

Propozicija 1.2. (i) Za sve strukture M Th(M) je potpuna teorija.

(17) Neka je K klasa L-struktura. Tada je K elementarna klasa ako i
samo ako K = {M : M = Th(K)}.

(1ii) Teorija T je potpuna ako i samo ako su joj svaka dva modela ele-
mentarno ekvivalentna.

Primjer 1.3. Neka je L = {-, e}, gdje je - dvomgesni funkcijski simbol, a e
konstantski.

(1) Klasa grupa ocito je elementarna klasa, jer je dovoljno napisati ak-
stome za grupe u jeziku L, koji je ocigledno prirodan jezik za teoriju grupa.

(17) Klasa netorzionih grupa je elementarna. Naime, neka je

O, (r)=x-x---z=ce.
= —
n—puta

Tada je klasa netorzionih grupa ocito definirana aksiomima za grupe zajedno
sa skupom {Vx(x =eV =P,(x)) :n > 2}.

Primjer 1.4. Neka je L = (0. Tada je klasa svih beskonacnih skupova ele-
mentarna. Definirajmo recenice ®,, ovako :

dzidx, ... dz, /\ T # Tj.

i<j<n

Intuitivno ®,, izrice da postoji barem n razlic¢itih elemenata u strukturi. Jasno
je da ako uzmemo sve ®,,, tada one definiraju klasu svih beskonacnih skupova.

Kasnije ¢emo primjenom teorema kompaktnosti pokazati da neke klase
nisu elementarne.

Sada bismo zeljeli prouciti neka osnovne odnose medu strukturama. U
tu svrhu koristimo pojmove homomorfizma i izomorfizma, odnosno preslika-
vanja koja se “lijepo” odnose prema nasoj strukturi. Preciznije :

Definicija 1.5. Neka su M i N duvije L-strukture s nosacima M i N.
L-homomorfizam je injektivno preslikavanje n : M — N koje c¢uva inter-
pretacije simbola jezika L. Preciznije :

i) n(fMar, ... a,)) = N(nlay),. .., n(an)) za sve n-mjesne funkcijske
simbole f i sve ay,...,a, € M.

i) (ay,...,a,) € RM ako i samo ako (n(ay),...,n(a,)) € RN za sve
n-mjesne relacijske simbole R © sve ay, ... a,.

iii) n(c™M) = N za sve konstantske simbole c.



Homomorfizam koji je bijektivan nazivamo izomorfizam. Ukoliko vrijedi
M C N, te je identiteta na M homomorfizam tada kaZemo da je M pod-
struktura od N'. Homomorfizam takoder nazivamo ulaganje.

Primjetimo da M je podstruktura od N zaprvo znaci da je M struk-
tura u kojoj su relacijski simboli interpretirani kao restikcije interpretacija
relacijskih simbola u N na M, interpretacije funkcijskih simbola su restrik-
cije interpretacija funkcijskih i interpretacije konstantskih simbola su u obje
strukture jednake.

Primjer 1.6. Ocito vrijedi :
(i) (Z,+,0) je podstruktura od (R,+,0).
(i1) n : Z — R, n(x) = e, je homomorfizam struktura (Z,4+,0) i (R, -, 1).

Detaljno raspisan dokaz sljedeéeg teorem se moze pronaéi u [6], pa kako
je to tipican dokaz indukcijom po slozenoti formule (uz pomoénu tvrdnju za
terme), ovdje ga ne navodimo.

Teorem 1.7. Ako su dvije strukture izomorfne, tada su one elementarno
ekvivalentne.

Sljedeé¢i pojam je profinjenje homomorfizma i podstrukture.

Definicija 1.8. KaZemo da je M elementarna podstruktura od N ukoliko
je M podstruktura od N i za sve formule ®(xy,...,x,) njihovog jezika i
ar, ..., a, iz M vrijedi M = ®lay, ..., a,] ako i samo ako N |= ®lay, ..., a,).

Elementarno ulaganje M u N je izomorfizam sa M u elementarnu pod-
strukturu od N

Citanjem dokaza teorema 1.7 lako se moze vidjeti da za j : M —
N, elementarno ulaganje vrijedi M = ®[ay,...,a,] ako i samo ako N |=

Cb[j(al)a te 7.7(an)]

Primjer 1.9. Neka je L = {s}, gdje je s jednomjesni funkcijski simbol.
Neka su (Z,s) i (N, s) L-strukture u kojima je s interpretiran kao funkcija
sljedbenika. Tada je ocito druga podstruktura prve, no ne i elementarna
podstrukura, jer je na (N, s) formula Ya(s(x) # y) istinita za nulu, dok na
(Z, s) nije.

Sljedeca lema nam govori kako je ispunjivost klase formula bez kvantifik-
tora ocuvana u podstrukturama.

Lema 1.10. Neka je M podstruktura od N'. Tada za sve formule ® (x4, ..., z,),
koje me sadrze kvantifikatore, te aq,...,a, iz M vrijedi M = ®lay, ..., a,]
ako i samo ako N |= ®@lay, . .., a,].



Ako vrijedi, u odnosu na prethodnu lemu, da su oc¢uvane i egzistencijalne
formule tada se radi o elementarnoj podstrukturi. Sljedeca propozicija, u
kojoj to pokazujemo, bit ¢e nam korisna kasnije pri odredivanju je li neka
podstruktura elementarna.

Propozicija 1.11 (Tarski-Vaughtov test). Neka je M podstruktura od N.
Tada je M elementarna podstruktura od N ako i samo ako za sve formule
O(z1,...,2n,2) i SVEQY, ..., a, iz M vrijedi : ako je N = (Fx(®))[ay, ..., ay,]
tada postoji b € M tako da je N |= ®lay, . .., ay,b].

Ustalimo sada jos neke oznake. Neka je L jezik, te M neka L-struktura.
Neka je Lj,; jezik dobiven tako da se L prosiri s novim konstanstkim sim-
bolima ¢,, za svako m € M. M se moze prirodno proSiriti do Lj; strukture
M’ tako da dodefiniramo ¢ = m. Obiéno za M’ pisemo (M, m)men-
Za formulu ®(xq,...,x,) jezika L, te mq,...,m, € M sa ®(cpn,,---,Cm,)
oznacavamo Ljy;-formulu koja je dobivena iz ® supstitucijom vrijable x; kon-
stantom c¢,,,. Uz ovu notaciju je ocito :

M | ®[my,...,m,] ako i samo ako (M, m)merr E Plemy, - -5 Cm,, |-

Takoder smo mogli dodavati konstante za neki A C M i tako dobiti L -
strukturu (M, m),,c4 koja je prirodno prosirenje od M. Sada imamo :

Lema 1.12. Neka je M podstruktura od N'. Tada je M elementarna pod-
struktura od N ako i samo ako su (M,m)men @ (N, m)men elementarno
ekvivalentne Lj-strukture.

Definicija 1.13. Lanac L-struktura je niz (M; :i € I), gdje je (I, <) totalno
ureden skup, te t < j povlaci da je M, podstruktura od M.

Elementarni lanac L-struktura je lanac, pri cemu dodatno vrijedi da i < j
povlaci da je M; elementarna podstruktura od M;.

Ako je (M; : i € I) neprazan lanac L-struktura tada definiramo uniju
lanca, u oznaci M = [J,c; M;, na sljedeéi nacin. Nosa¢ od M je M =
Uier M;. Ako je c konstantski simbol tada je po definiciji podstrukture M =
cMi za sve i,j € I, pa definiramo cM = ¢Mi. Neka je @ € M. Tada
postoji ¢ € I takav da je @ € M;. Ako je f funkcijski simbol odgovarajuce
mjesnosti, tada za i < j vrijedi fMi[a] = fMi[a], zbog svojstva podstrukture.
Dakle fM = J,.; fM je dobro definirana funkcija na M koja ¢uva svojstvo
podstruktura. Konaé¢no, za relacijske simbole vrijedi @ € RM ako i samo
ako @ € RMi za i < j, pa je prirodno staviti RM = Uier RMi_ Sada se iz
definicije lako vidi da je M; podstrukura od M za sve i € I.

Lako je vidjeti da slicno svojstvo vrijedi i za elementarne lance.



Propozicija 1.14. Ako je (M; :i € I) elementarni lanac i M = J,c; M,
tada je M; elementarna podstruktura od M za sve i € I.

Sada navodimo jedan od najvaznijh teorema teorije modela.

Teorem 1.15 (Teorem kompaktnosti). Neka je X skup L-recenica. Tada
Y2 ima model ako 1 samo ako svaki konacan poskup od Y ima model.

Dokaz “Henkinizacijom” je standardan i detaljno raspisan u [6], pa ga
ovdje ne navodimo. Alternativni dokaz koji je vise algebarske naravi i koristi
ultraprodukte moze se pronadi u [8].

Napomena 1.16. Valja takoder napomenuti da se ovaj rezultat lako moze
poopcity koristeci svojstva univerzalnog i egzistencijalnog zatvorenja tako da
vrijedi za proizvoljne skupove formula i da se rije¢ model moZe zamijeniti s
interpretacija (struktura + valuacija).

Pokazimo sada neke jednostavne posljedice teorema kompktnosti.

Primjer 1.17. PokaZimo da klasa torzionih grupa nije elementarna. Pret-
postavimo da je ¥ skup recenica koji definira klasu torzionih grupa. Neka
je

UV=YU{=(z---z=e):n>1}

n—puta

Ako uzmemo Vg, konacan podskup od ®, tada postoji ng € N tako da je

Uy CYXU{~(z---x=-¢e):ng>n>1}. Primijetimo da je svaka ciklicka
n—puta

grupa reda ng, ili veceg, interpretacija na kojoj je istinito Wy, ako x valuiramo
kao generator grupe. Prema teoremu kompaktnosti, odnosno napomenama
nakon mjega, postoji interpretacija (M,v) na kojoj je istinito ¥, medutim,
tada je interpretacija x-a u M element koji nije konacnog reda, pa M nije
torziona grupa, Sto je u kontradikciji s M |= 3 (jer je ¥ skup recenica).

Napomenimo da se prethodni primjer mogao dokazati i koristeé¢i origi-
nalnu izreku teorema kompaktnosti tako da proSirimo jezik L novim kon-
stantskim simbolom koji ¢e preuzeti ulogu z-a u gornjim formulama i takoder
voditi na kontradikciju.

Takoder, na slican se nacin pokazuje da klasa svih povezanih grafova nije
elementarna.

Neka je L jezik, te (z; : i € I) niz varijabli. Sa X(x;);e; zelimo naglasiti
da se u skupu ¥ nalaze formule ¢ije su slobodne varijable unutar niza (z; :
i € I). Za skup formula 3(x;);e; ¢emo reéi da je konzistentan ako postoji
interpretacija za kojoj su sve formule iz ¥ istinite. Kako istinitost diktiraju



samo slobodne varijable, to je dovoljno da postoji L-struktura M i elementi
{a; : 1 € I} unosacu M takvi da za svaku formulu ®(z;,, ..., z;,) € 3 vrijedi

M ’: @[ail,...,aim].

Definicija 1.18. [-tip teorije T' u jeziku L je skup L-formula 3(x;)er tako
da je skup formula T U konzistentan, odnosno postoji interpretacija za koju
su sve njegove formule istinite.

Lema 1.19. Neka je T = Th(M) u jeziku L, te X(x;)icr skup L-formula.
Tada je ¥(x;)ier I-tip teorije T ako i samo ako za svaki konacan podskup
¥N(Z), od ¥ vrijedi M = 3T (AYX(T)). Pri tome T oznacava (konacan) skup
svih slobodnih varijabli koje se javljaju u Y, a ANYX' konjunkciju svih formula
iz Y.

Propozicija 1.20 (Léwenheim-Skolemov teorem na dolje). Neka je
M L-struktura « X C M. Neka je k beskonacan kardinalni broj takav da je
card(L) < k i card(X) < k < card(M). Tada postoji elementarna podstruk-
tura N od M takva da je card(N) =r i X C N.

Definicija 1.21. Neka su L i L' jezici takvi da je L C L', te M’ neka L'-
struktura. Sa M|, (L-redukt od M')oznacavamo L-strukturu dobivenu tako
da se u M’ zaborave simboli iz L'\ L, preciznije: za sve relacijske simbole R €
L vrijedi RM'le = RM' | 24 sve funkcijske simbole f € L vrijedi fM'e = fM
te Me = M 24 sve konstantske simbole ¢ € L. M’ zovemo prosirenje od
M| do L'-strukture.

Sada ¢emo uvesti pojam dijagrama, koji je koristan pri dokazivanju nekih
vaznih teorema.

Definicija 1.22. Neka je M neka L-struktura. Sa D.(M) oznacavmo skup
Th((M,m)menr) @ nazivamo potpuni dijagram strukture M.

Primijetimo da je D.(M) zapravo skup formula u jeziku L, koji je
prosirenje od L. Zapravo, lako mozemo provjeriti da vrijedi D.(M) =
{®P(mq,...,my,) : M E ®[my,...,m,], ¢ je L-formulaim,,...,m, € M}.

Lema 1.23. Neka su M 1 N dvije L-strukture. Tada se M moZe elemen-
tarno uloZiti u N ako i samo ako N se moze prosiriti do modela za D.(M).

Propozicija 1.24 (Léwenhim-Skolemov teorem na gore). Neka je M
bekonacna L-struktura, te A > card(M)+card(L). Tada M ima elementarno
prosirenje kardinalnosti \.

Korolar 1.25. Neka je T' neka L-teorija koja ima beskonacan model. Tada
za svaki X\ > card(L) postoji model od T kardinalnosti \.
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Propozicija 1.26. Neka su M i N dvije elementarno ekvivalentne L-struk-
ture. Tada postoji L-struktura My i elementarna ulaganja f : M — My
ig: N — M. Takoder, mozemo postiéi da je jedno od tih preslikavanja
identiteta.

Svakako bi bilo korisno da znademo da je teorija koju proucavamo jedin-
stvena, odnosno da, do na izomorfizam, ima jedinstveni model. O¢ito nam
Lowenheim-Skolemovi teoremi govore kako je to nemoguce za konzistentne
teorije, pa se uvodi sljedeci pojam.

Definicija 1.27. Za L-teoriju T kaZemo da je r-kategoricna, gdje je k neki
(moZda konacan) kardinalni broj, ako za T postoji barem jedan model kardi-
nalnosti k 1 ukoliko su joj svi modeli kardinalnosti k izomorfni.

Sljede¢a propozicija nam govori kako ispitivati potpunost kategori¢nih
teorija.

Propozicija 1.28 (Vaught). Neka je T' teorija ¢iji su svi modeli beskonacni
i koja je k-kategoricna za neki kardinal k > card(L). Tada je T potpuna.

Za kraj ove tocke dajemo nekoliko primjena Vaughtovog testa kako bismo
pokazali potpunost nekih teorija.

Primjer 1.29. Neka je L = () « T teorija beskonacnih skupova iz primjera
1.4. Tada je T kategoricna za sve beskonacne kardinale i potpuna. Naime,
model od T je bilo koji beskonacan skup, pa T tma model svake beskonacne
kardinlnosti. Nadalje, dva model od T su izomorfna ¢im su ekvipotentni, jer
je jezik prazan. Dakle svaka dva modela iste kardinalnosti su izomorfni, pa
je T kategoricna za svaki beskonacni kardinal. Primjenom Vaughtovog testa
sligedi da je T' potpuna.

Promotrimo sada jezik L = {<} i teoriju DLO, gustih linearnih uredaja
bez krajnjih tocaka koja je zadana aksiomima:

1. Vo= (z < x)

2. VaVyVz((z <y ANy <z) =z < z2)
3. VaVy(r <yVz=yVy<z)

4. VaVy(lx <y — Fz(z < 2 < y))

5. Vedydz(y < z < 2)

Vrijedi :



Teorem 1.30. Teorija DLO je Wy-kategoricna i potpuna.

Za dokaz vidjeti predavanja iz teorije skupova [9](uredajna karakteristika
skupa Q) ili procitati dokaz u knjizi [6], u kojoj se takoder nalaze i zanimljivi
primjeri popunih teorija koje opisuju grafove.



2 Tipovi, saturiranost, homogenost

Sada se ponovno vra¢amo tipovima. U prvom poglavlju smo definirali pojam
I-tipa neke teorije. Pod n-tipom podrazumjevamo [-tip, pri ¢emu je [ =
{1,...,n}. Nadalje, obi¢no ¢emo pisati T za n-torku vrijabli (z1,...,x,), za
neki 1 < n < w. Razradimo jos malo terminologiju :

Definicija 2.1. (i) Neka je ¥(x;)ier skup L-formula i M neka L-struktura.
Kazemo da je ¥ realiziran uw M ukoliko postoji niz (a;);c;r elemenata od M
tako da je M = Xlailer. Takoder kazemo da (a;)ier realizira ¥ u M. Ako
> nyje realiziran uw M kaZemo da je omasen u M.

(13) Potpuni n-tip teorije T w jeziku L je n-tip ¥(T) od T takav da za
sve L-formule ®(T) vrijedi : ®(T) € X ili -®(T) € X. Potpune tipove éemo
oznacavati sa p,q, .. ..

(i1) Neka je M neka L-struktura i@ € M™. Tip od @ nad M je skup
tppm(@) = {®(T) nad jezikom L : M = ®[a]}.

Primjer 2.2. Neka je M = ((N, <), n)nen. Promotrimo teoriju T = Th(M)
u jeziku Ly i skup formula ¥(z) = {z > 0, > 1,z > 2,...}. Uzmimo
proizvoljan konacan podskup X od X i valuaciju koja ée x-u pridruziti priro-
dan broj veci od svih koji se pojavljuju u tom konacnom podskupu. Tada smo
oc¢ito dobili interpretaciju na kojoj su istinite sve formule iz ¥g, a kako je M
po definiciji model za T, to imamo interpretaciju koja zadovaljava T U Y.
Prema teoremu kompktnosti zakljucujemo da je 3(z) 1-tip teorije T.

Ako zelimo biti potpuno formalni, u gornjoj definiciji skupa > su trebale
biti formule x > ¢;, gdje je ¢ € N, a ¢; novi konstantski simbol dodan jeziku,
a koji ¢e se interpretirati brojem 1.

Demonstrirajmo sada kako izgleda jedan potpun tip. Kasnije ¢emo vidjeti
da svi potpuni tipovi u osnovi izgledaju tako.

Primjer 2.3. Neka je ponovno M = (N, <),n)pen @ T = Th(M). Neka je
p(z) = tpm(1) = {P(x) : M = P[1]}. M je po definiciji model za T i za p,
pa je p 1-tip od T, no on je ocito potpun, jer za fiksnu valuaciju formula je
na nekom modelu ili istinita ili laZna. Nadalje, vidimo da v ovom primjeru
1 realizira tip p u M.

Napomena 2.4. (i) Iz definicije vidimo da je svaki I-tip teorije T realiziran
u nekom modelu od T'.

(17) Neka je X(T) neki skup L-forumla. Tada je 3 potpuni n-tip teorije T
ako i samo ako postoji model M od T i n-torka @ € M™ tako da je ¥(T) =
tpm(@).



Razjasnimo (i7). Jasno je da je svaki tpy(@) potpun. Neka je sada ()
potpuni n-tip od 7. Po definiciji je T'U X(T) konzistentan skup formula, pa
postoji inerpretacija na kojoj su oba skupa istiniti. Oznacimo sa a; valuaciju
varijable x; u strukturi M, koja pripada toj interpretaciji. Tada iz potpunosti
lako slijedi 3(Z) = tpm(a).

Primjetimo jos da se svaki n-tip 3(Z) teorije 1" moze prosiriti do potpunog
n-tipa od T. Naime, ako uzmemo interpretaciju (M, v) na kojoj su istiniti
Y(%) i T (definicija tipova) i ozna¢imo sa @ = v(T), valuacije varijabli iz X.
Tada ocito imamo : 3(Z) C tppm(a) i tpam(a) je potpuni n-tip od 7. Sada se
lako vidi da se potpuni n-tip moze prosiriti i do potpunog m-tipa za svako
m > n.

Sada definiramo topologiju na prostoru tipova. Premda se topoloski
pristup ¢ini neuobicajen, on ¢e nam znatno olaksati neke kasnije dokaze.

Neka je T neka teorija u jeziku L. Sa S,,(T") ozna¢avamo skup svih pot-
punih n-tipova teorije 7. Za formulu ®(Z) sa slobodnim varijablama u skupu
{z1,...,2,} sa Xg oznacavamo skup X¢ = {p € S,(T') : & € p}. Na skupu
Sp(T") uzimamo topologiju definiranu bazom koju ¢ine svi skupovi X, pri
¢emu je ¢ proizvoljna formula u jeziku teorije T', ¢ije se slobodne varijable
nalaze u {x1,...,2,}. Trivijalno je za provjeriti kako je to doista baza neke
topologije na skupu S, (7).

Nadalje, kako za potpun tip teorije T" i proizvoljnu formulu ¢ vrijedi da
jeili ¢ € pili =¢ € p, to je jasno da vrijedi : X, = S, (T)\X-y. Dakle, svaki
bazni otvoren skup topologkog prostora S,,(T") je ujedno i otvoren i zatvoren.

Potpuni n-tip p ¢emo zvati izolirani tip teorije T" ako je p izolirana tocka
topoloskog prostora S, (7). Prisjetimo se kako to znaci da je skup {p} otvoren
skup u topoloskom prostoru S, (7). Kako se unutar svakog otvorenog skupa
koji sadrzi p moze smjestiti bazni otvoren skup koji sadrzi p, to vrijedi da je
p izolirani tip ako i samo ako postoji formula ¢ takva da je {p} = X,. Za
takvu formulu ¢ kazemo da izolira tip p.

U ovoj tocki zavrsavamo skupljanje alata koje ¢emo kasnije upotrijebiti za
dokaz Morleyevog teorema. Na pocetku proucavamo posebne klase struktura:
saturirane i homogene strukture, te neka njihova svojstva.

Kao i obi¢no fiksiramo jezik L i promatramo L-strukture. Kako ¢emo
proucavati tipove prisjetimo se notacije. Uzmimo L-strukturu M. Neka je
I skup indeksa (najcesée ordinalni broj), A C M, te (b;);e; niz elemenata
iz M. Nadalje, uzmimo da su z; , za ¢« € [, razlicite varijable. Tada sa
tpam((bi)ier/A) oznacavamo skup svih Ly-formula ®(z;,, ..., z;,), sa slobod-
nim varijablama iz skupa {z; : ¢ € I}, takvih da M = ®[b;,,...,b;,]. Ako je
A = () pisat ¢emo tpa((b;)ier)-
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Definicija 2.5. Neka su M i N dvije L-strukture. Preslikavanje f zovemo
parcijalno elementarno preslikavanje ako je domena od f podskup od M,
kodomena podskup od N, te za sve L-formule ®(zy...,z,) i ay,...,a, €

Dom/(f) vrijedi M |= ®lay ..., ay] ako i samo ako N = ®[f(a1),. .., f(a,)].

U sljedecoj napomeni dajemo jednostavnu karakterizaciju parcijalno ele-
mentarnih preslikavanja.

Napomena 2.6. Neka je [ preslikavaje sa A C M uw N. Neka je A = {a; :
i € I}. Stavimo b; = f(a;).Tada je f parcijalno elementarno preslikavanje
ako i samo ako vrijedi tpap((a;)icr) = toar((bi)ier)-

U sljedecoj definiciji uvodimo pojmove saturiranost i homogenosti.

Definicija 2.7. (i) Neka je M L-struktura, A C M in < w. Sa S,(A, M)
oznacavamo skup svih potpunih n-tipova teorije Th(M, a)eea. Slicno defini-
ramo i St(A, M) za proizvoljan skup indeksa I. Ako je I ordinal B pisemo
Ss(A, M). Ponekad éemo izostavljati M ukoliko je jasan iz konteksta.

(17) Neka je k beskonacni kardinalni broj. Reci éemo da je L-struktura
M k-saturirana ukoliko za sve A C M takve da je card(A) < k vrijedi da je
svaki potpuni tip p € S,(A) realiziran u M, za svaki n < w. Reéi éemo da
je M saturirana ukoliko je card(M)-saturirana.

(i4i) Kazemo da je struktura M rk-homogena ako za sve 3 < K i @, b,
nizove u M duljine 3, takve da je tpap (@) = tpp(b), te ¢ € M postoji d € M
tako da je tpp(a,c) = tpp(b,d). Reéi éemo da je M homogena ukoliko je
card(M)-homogena.

(1v) Reci éemo da je M jako k-homogena ako za sve < Kk 1 nizove
@, b duljine 3 iz M, takve da je tpy (@) = tpa(b) postofi automorfizam f od
M takav da je f(@) = b. Reéi éemo da je M jako homogena ako je jako
card(M)-homogena.

U sljede¢oj lemi navodimo neka osnovna svojstva definiranih pojmova.

Lema 2.8. Neka je M neka L-struktura.
(1) Ekvivalentno je :
(a) Struktura M je k-saturirana
(b) Za sve AC M ipe Si(A), p je realiziran u M
(¢) Kada god je f <k 1 AC M, svaki tip g € Sz(A) je realiziran v M.
(17) U dijelu (1i1) prethodne definicije mozemo dozvoliti da je ¢ proizvoljan
niz duljine v za bilo koje v < k.
(1ii) Ako je M k-saturirana tada je © k-homogena.
(iv) Ako je M homogena tada je i jako homogena.
(v) Ako je M saturirana tada je i jako homogena.

11



Dokaz. Tvrdnja (i), koja nam govori da je dovoljno promatrati samo pot-
pune jedan tipove je jednostavna posljedica ¢injenice da je n-tip ustvari 1-
tip teorije proSirene sa prvih n — 1 elemenata iz realizacije doti¢nog n-tipa
(takoder vidi napomenu 2.4 (77)). Druga ekvivalencija se slicno pokazuje.
Tvrdnja (i) lako slijedi transfinitnom indukcijom do &.

(17i) Neka M k-saturirana i uzmimo da su a i b nizovi duljine 3 za proizvoljni
B < ksasvojstvom da je tpy(a) = tpa(b), te ¢ € M. Oznacimo a = (a; : i <
B)1b= (b;:i< ). Neka je p(z) = tpm,a);,(c). Kako je tpa(a) = tpa(b),
to je jasno Th((M,a;)i<g) = Th((M,b;)i<p). Dakle p(x) je potpuni tip
teorije Th((M,b;);<s), pa zbog saturiranosti strukture M postoji d € M
koji realizira p(z). Medutim, tada je tpa(a,c) = tpam(b, d).

(iv) Konstrukcija trazenog automorfizma u ovoj tvrdnji potpuno je identi¢na
konstrukciji izomorfizma (jedino se kodomena mijenja) iz sljedece propozi-
cije. Kako je taj dokaz detaljno raspisan ovaj izostavljamo.

(v) Slijedi iz (ii7) i (iv). 0

Demonstrirajmo sada neke primjere saturiranih, pa dakle i homogenih
modela.

Lema 2.9. (i) Svaki konacan model je w-saturiran.
(i1) Model (N, <) jezika L = {<} nije w-saturiran.
(1ii) Model (Q, <) jezik L = {<} je w-saturiran.

Dokaz. (i) Neka je M konacan model. Uzmimo A C M konacan i p(z) €
S1(A). Iz prethodne leme vidimo da je dovoljno raditi s 1-tipovima. Kako je
svaki tip realiziran u nekom modelu, to postoji A/, model teorije Th(M, a)aeca
ib € N koji realizira p. Kako je N model teorije Th(M,a).ca, to je
(M, a)eea = N, a kako je (M, a),ea konacan, to u oni izomorfni. Sada
iz N |= p[b] slijedi da postoji a € M takav da je M = pla].

(1) Definirajmo I'(z) = {Fy1(y1 < ), Jy1, y2(y1 < y2 < x),...}. Jasno je da
za svaki konacan A(z) C I'(z) postoji np € N tako da je (N, <) = Alng].
Dakle I'(x) je tip teorije Th(N, <). Kako je svaki tip sadrzan u nekom pot-
punom tipu, to postoji p € S1(N, <) tako da je I' C p. Medutim, kako ocito
ne postoji m € N za koji vrijedi (N, <) |= I'[m], to p nije realiziran u (N, <),
odnosno model nije saturiran.

(ii1). Neka je A C Q konacan, te p € S1(A). Kao i u (7) postoji model N i
nog € N tako da je (M,a)sea =N i N E p[ng]. 1z Lowenheim-Skolemovog
teorema na dolje slijedi da postoji elementarna podstruktura N’ od N koja
sadrzi bar jedan n’ € N tako da je N' |= p[n/]. Kako je N’ prebrojiv gust
linearno ureden skup, to iz teorema 1.30 slijedi da je izomorfan sa (Q, <).
Medutim, tada mora postojati ¢ € Q za koji je (Q, <) = plg], onosno model
je saturiran. L]
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Sljedeca propozicija koju navodimo bit ¢e nam vazna za dovrsetak dokaza
Morleyevog teorema.

Kao sto smo u prethodnom poglavlju napomenuli izomorfizam dviju struk-
tura povlaci njihovu elementarnu ekvivalenciju. S druge strane, obrat te tvrd-
nje ne vrijedi. Medutim, ako su dvije strukture elementarno ekvivalentne i
jedna od njih je konaé¢na, tada Ce one biti izomorfne, Sto smo uostalom ko-
ristili u prethodnom primjeru. Pitanje je hoce li svake dvije ekvipotentne
elementarno ekvivalentne strukture biti izomorfne. Egzistencija prebrojivih
nestandardnih modela aritmetike s nejednakoséu daje negativan odgovor na
ovo pitanje (vidjeti [2], poglavlje VI, paragraf 4). Medutim, ako su strukture
saturirane sljede¢e propozicija daje nam pozitivan odgovor na ovo pitanje.

Propozicija 2.10. Neka su M i N elementarno ekvivalentne saturirane
L-strukture istog kardinaliteta. Tada su one izomorfne.

Dokaz. Uzmimo da je card(M) = card(N) = k, te da je M = (a; : i < k) i
N = (b; : i < k). Induktivno ¢emo definirati elemente ¢; € M, te d; € N, za
i < k takve da za sve o < K vrijedi tpap(c; 11 < @) = tpar(d; i < ).

Slucaj o = 0 slijedi iz elementarne ekvivalentnosti danih struktura.
Pretpostavimo sada da trazena tvrdnja vrijedi za sve a < 3. Tada postoje
jedinstveni n € N i grani¢ni ordinal v tako da vrijedi 8 = v + n! Ukoliko je
n = 2m stavljamo cg = a4, 1 0znacimo sa p(x) = tpam(cs/c<p). Neka je
skup formula ¢(x) nastao zamjenom parametara ¢; sa d;, za i < [ u p(z).
Prema pretpostavci indukcije vrijedi tpa(c<p) = tpa(d<g), pa je q(x) €
S1(d<g, N). Kako je N saturirana struktura, to postoji dg € N koji realizira
tip ¢(x), pa vrijedi tpap(c<p) = tpy(d<p). Primijetimo samo da smo se u ovoj
konstrukeciji slobodno sluziti svojstvom zamjene parametara u skupu formula
bez pretjeranog razjasnjavanja ociglednih svojstava koja vrijede.

Ukoliko je pak n = 2m + 1, stavljamo dg = b4, 1 ponavljamo konstrukciju
iz parnog slucja.

Sad definiramo parcijalno elementarno preslikavanje f : M — N stavivsi
f(e;) = d;, kada god je i < k. Koraci back i forth nase induktivne konstukcije,
te jedinstvenost raspisa ordinala preko grani¢nog ordinala i prirodnog broja
nam jamce da je dobivena funkcija bijekcija.

Iz Cinjenice da je f izomorfizam slijedi iz tpa(c; : i < @) = tpa(d; = i <
«), za sve @ < k. Naime ako je R relacijski simbol mjesnosti n, tada za

atomarnu formulu R(zy,...,x,) vrijedi : M | RM(cy,, ..., ¢;,) ako i samo
ako vrijedi N' = RN(d;,,...,d;,), zbog jednakosti potpunih tipova, gdje
smo za « uzeli ordinal veé¢i od 4y,...,4,. Analogne tvrdnje dobivamo za

konstantske simbole proucavajuc¢i formule z = ¢, pri ¢emu je ¢ konstantski

!Tvrdnja je posljedica teorema o Cantorovoj normalnoj formi.
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simbol, a x varijabla, te za funkcijske simbole proucavajuc¢i formule oblika

f(z1,...,2,) = x 1 uzimajuéi u obzir §to istinitost (ispunjivost) formule u
strukturi znaci. Te tri ¢injenice daju nam homomorfnost. Iz bijektivnosti
slijedi da su strukture izomorfne. O

Propozicija 2.11. Neka su M i N elementarno ekvivalentne L-strukture,
card(M) < k i N je k-saturirana. Tada se M moZe elementarno uloZiti u

N.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu prethodne propozicije, medutim u ovom sluc-
aju mozemo koristiti samo forth klauzulu, jer struktura M nije nuzno k-
saturirana, odnosno onu koja je raspisana u prethodnoj propoziciji. Funkcija
koju na taj nac¢in dobivamo neée biti nuzno surjektivna, no bit ¢e homomor-
fizam s domenom M i pri tome parcijalno elementarno preslikavanje. Zbog
homomorfnosti slika te funkcije je podstruktura od N. Kako je dobivena
funkcija jos i parcijalno elementarna, to je njena slika elementarna podstruk-
tura. [

Ako su zadani M i k zeljeli bismo pronaéi elementarno prosirenje N od
M koje je r-saturirano. Takoder ¢e nas zanimati kolika je “velicina” tog
prosirenja. Time se bavimo u nekoliko sljede¢ih rezultata.

Ponovimo sada neke termine teorije skupova koje ¢emo nadalje koristiti.
Ako je k kardinalni broj tada definiramo kofinalnost od k, u oznaci cf(k), kao
najmanji ordinal § takav da postoji rastuéi niz ordinalnih brojeva (o : i < 0)
sa svojstvom da je lim; o; = k. Poznato je da je cf(k) kardinal. Za k ¢emo
reéi da je regularan ako vrijedi cf(k) = k. Poznato je da je svaki kardinal
sljedbenik regularan.

Sljedeca propozicija govori o egzistenciji saturiranih modela.

Propozicija 2.12. Neka je M neka L-struktura i T kardinalni broj takav da
je T > card(L) + w, te card(M) < 27. Tada postoji elementarno prosirenje
N od M kardinalnosti ne veée od 27 koje je 7T -saturirano.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati uz pretpostavku da je card(M) = 27. Iz
dokaza ¢e biti jasno da tada vrijedi i opcenita tvrdnja.

Konstruiramo elementarni lanac (M, : i < 77), modela kardinlnosti 27 sa
svojstvom da je My = M ida za svaki a < 71, podskup A od M, i potpuni
n-tip p nad A je p realiziran u M,,;. Pri tome na grani¢nim ordinalima
uzimamo uniju prethodno definiranih modela.

Primjetimo nadalje, da je unija tog lanca model velicine 27. Naime, lanac je
duljine 7" i svi modeli su kardinalnosti 27.
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Tvrdnja (*): Svaki model M kardinalnost 27 ima elementarno prosirenje
kardinalnosti 27 koje realizira sve tipove nad podskupovima od N, ¢iji je
kardinalitet manji ili jednak 7.

Primjetimo da je broj podskupov od N ¢iji kardinalitet nije ve¢i od 7 najvise
27. Kako je kardinalitet jezika s kojim radimo manji ili jednak 7, to je broj
svih formula ne veéi od 7, pa je posebno i broj svih potpunih tipova nad
danim podskupovima manji od 27. Sada koriste¢i teorem kompaknosti i
Lowenheim-Skolemov teorem mozemo pronaéi traZeni model.?

Sada pomoc¢u tvrdnje (%) dobivamo Zeljeni elementarni lanac modela. Neka
je N unija lanca. Tada je A elementarno progirenje od M i kako smo ve¢
napomenuli, kardinalitet mu je 27.

Jos je preostalo dokazati da je N/ 7F-saturiran. Neka je A podskup od N
kardinaliteta ne veéeg od 7 i p potpuni n-tip nad A.Tada je A C M, za neki
a < 71, Naime u protivhom bi za svaki o < 77 postojao neki elemenat u
skupu M, 1\ M,. Medutim, to povlaci da je c¢f(77) < card(A) < 7, §to je u
kontradikciji s ¢injenicom da je svaki kardinal sljedbenik regularan. No tada
je p realiziran u M, 1, pa dakle i u \V. O

Lako je pokazati da je prethodni rezultat najbolji moguéi. Preciznije :

Primjer 2.13. Neka je L = {R}, gdje je R dvomjesni relacijski simbol, te
M L-struktura c¢iji se nosac¢ sastoji od svih konacnih podskupova od w, te

je R interpretiran kao inkluzija. Tada je svaki 77 -saturirani model teorije
Th(M) kardinalnosti barem 27.

Korolar 2.14. Pretpostavimo da vrijedi poopcéena hipoteza kontinuuma, tj.
27 = 7T za sve beskonacne kardinale 7. Neka je T L-teorija. Tada za svaki
regularni kardinal X > card(L) +w, T ima saturirani model kardinalnosti \.

Dokaz. Ako je X kardinal sljedbenik, tada rezultat slijedi iz propozicije 2.12
(uz hipotezu kontinuuma). Pretpostavimo sada da je A grani¢ni kardinal.
Koristeéi propoziciju 2.12 mozemo konstuirati elementarni lanac (M, : a <
A) sa svojstvom da je svaki M, saturiran model od T i da je kardinalnosti
a™ (ponovo, koristeéi 27 = 71). Neka je N unija tog lanca. Tada je on
kardinalnosti A\. Nadalje, ako je A podskup od N kardinalnoti manje od A,
tada je zbog regularnosti od A A sadrzan u nekom M,. Takoder mozemo
pretpostaviti da je card(A) < a™ (ako nije smjestimo ga u M, 7). Medutim,
kako je M, saturiran, to je svaki n-tip nad A realiziran u M,. O]

2Ako ¢itaoca zanima na koji toéno skup formula primjenjujmo teorem kompaknosti
potpun dokaz tvrdnje moze pronaéi u [1], lema 5.1.3.
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Propozicija 2.15. Neka je k proizvoljan kardinal. Tada svaka struktura
M ima elementarno progirenje koje je k™ -saturirano i jako kt-homogeno.
Posebno, to prosirenje je k-saturirano i jako k-homogeno.

Dokaz. Pomocu propozicije 2.12 konstruiramo elementarni lanac (M, : a <
k1) sa svojstvom da je My = M i da je struktura M, upravo card(M,)*-
saturirana. Neka je A unija dobivenog lanca.

Pokazimo prvo da je N/ kT-saturiran. Kao i u prethodnim dokazima, iz
regularnosti od x* slijedi da je svaki podskup A od N, kardinalnosti manje
od kT sadrzan u nekom M,. Medutim, tada je card(A) < card(M,), pa je
svaki potpuni n-tip nad A realiziran u M, 1, odnosno u N.

Dokaz da je N jako xT-homogen se provodi transfinitnom indukcijom jednake
strukture kao i u dokazu propozicije 2.10, dok je korak indukcije identican
dokazu tvrdnje (ii7) leme 2.8. Potpuno raspisan dokaz moze se nadi u [3],
teorem 12.21. O

Demonstrirajmo sada zasto je prethodna propozicija korisna. Pretpostavi-
mo da je T potpuna teorija i da zelimo proucavati njene modele kardinalnosti
manje ili jednake x. Neka je N model od T dobiven iz prethodne propozi-
cije. Kako su svaka dva modela potpune teorije elementarno ekvivalentna,
to primjenom leme 2.11 vidimo da je svaki model od T', kardinaliteta man-
jeg ili jednakog k, izomorfan nekoj elementarnoj podstrukturi od N. Dakle
dovoljno je proucavati elementarne podstrukture od N

Sada dajemo jedan zanimljiv rezultat o homogenim strukturama.

Lema 2.16. Neka su M i N dvije L-strukture i k kardinal za koji vrijedi :
(i) Za svaki konacan niz @ iz M tpp(a@) je realiziran u N
(it) N je k-homogena.
Tada za svaki niz @ iz M duljine strogo mange od k vrijedi da je tpp(a)
realiziran u N .

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po duljini niza @. Pretpostavimo da je
duljina niza @ jednaka i. Tada za j < i sa a|j oznacavamo prvih j elemenata
niza @. Konstruiramo niz b u N induktivno. Preciznije, konstruiramo ¥
za svako j < i, tako da je tpr(@lj) = tpa (V) iza j < j' vrijedi da je b
prosirenje niza .

Za konacne j tvrdnja slijedi iz pretpostavke (7). Za j grani¢ni, naprosto
uzimamo uniju svih prethodnika. Preostao nam je slucaj sljedbenika. Dakle
pretpostavimo da znamo tpr(alj) = tpa (/) i da Zelimo prosiriti & do & *!
tako da je tpa(al(j + 1)) = tpar (W), Niz a|(j + 1) moZemo prenumerirati
tako da pocinje nizom duljine 3 < j + 1, recimo c. Prema pretpostavci
(jer indukcija ide za sve nizove) postoji d, niz duljine f u N takav da je
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tpm(c) = tpy(d). Sada iz k-homogenosti slijedi da mozemo naci trazeno
prosirenje v/t od b, O

Nadalje se bavimo isklju¢ivo prebrojivim modelima. Pod time mislimo
na modele (strukture) ¢ija je kardinalnost najvise w. Za teoriju T ¢emo reéi
da je prebrojiva ako je njen jezik L kardinalnosti najvise w.

Lema 2.17. Neka je T prebrojiva i potpuna teorija. Sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:

(1) Sp(T), skup svih potpunih n-tipova teorije T, je prebrojiv za sven < w.

(17) Za svaki model M od T i konacan podskup A C M je Si(A, M)
prebrojiv.

(1ii) Za svaki model M od T i konacan podskup A C M je S,(A, M)
prebrojiv, za sve n < w.

Dokaz. (i) = (ii) Pretpostavimo da postoji model M od T' i kona¢an pod-
skup A C M za koji je S1(A, M) neprebrojiv. Prema definiciji tipova tada
postoji elementarno progirenje N od M i elementi b; € N, za i < wy, takvi
da je tpar(b;/A) # tpn(bj/A), za sve 1,5 < wy,i # j. Neka je card(A) =n i
neka je @ konacan niz u kojem se pojavljuju svi elementi od A. Tada je jasno
tpn (@, b;) # tpar(@, b;) za i # j, odnosno S,+1(T) je neprebrojiv.

(1) = (i17) Pretpostavimo da je T teorija koja zadovoljava pretpostavku
(17). Pokazimo da tada teorija 7' ima najvise prebrojivo mnogo potpunuh
n-tipova za sve prirodne brojeve n. Naime, ako je X(zy,...,x,) potpuni
n-tip od T 1 M model od T koji realizira ¥ (takav postoji po definiciji
tipova), tada postoje aq,...,a, iz M koji realiziraju X. Ocito je X(xq1) =
{d(z1,a9,...,a,) @ d(x1,...,2,) € X} potpun 1-tip od Th(M,a).ca, za
A ={ay,...a,}. Dakle potpunih n-tipova od T' nema vise nego potpunih 1-
tipova od Th(M, a)aca, a tih je najvise prebrojivo. Primjenjujuéi prethodno
razmatranje na Th(M, a).ea iz uvjeta leme dobivamo (iz) = (i4i).

(i13) = (i) Ova tvrdnja je jasna (uz 2.4 (ii)). O

Propozicija 2.18. Neka je T prebrojiva i potpuna teorija. Tada je ekviva-
lentno:

(i) Sp(T') je prebrojiv za sve n < w.

(17) T ima prebrojiv w-saturiran model.

Dokaz. (ii) = (i) Neka je M prebrojiv w-saturiran model od 7. Tada M
realizira sve tipove iz S, (T'), za svako n. Kako je skup svih n-torki iz M
prebrojiv za svako n i kako jedna n-torka moze realizirati samo jedan potpuni
n-tip, zakljuc¢ujemo da je i S, (T") prebrojiv za svako n.

(1) = (i) Neka je Mg bilo koji prebrojiv model od T'. Koristeéi pretpostavku
(1), lemu 2.17, teorem kompaktnosti i Lowenheim-Skolemov teorem mozemo
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pronaci prebrojio elementarno prosirenje M; od M koje ima svojstvo da je
za svaki konacan A C My i tip p € S, (A, M) p realiziran u M;. ITterirajuéi
opisanu konstrukeciju dobivamo elementarni lanac prebrojivih modela My C
M; C ..., odT. Neka je M unija dobivenog lanca. Tada je jasno da je M
prebrojiv i w-saturiran. O]

Za potpunu prebrojivu teoriju T koja zadovaljava neku od ekvivalent-
nih tvrdnji prethodne propozicije re¢i ¢emo da je “malena”. Kako su svaka
dva modela potpune teorije elementarno ekvivalentna, to iz propozicije 2.10
slijedi da su svaka dva prebrojiva i saturirana modela od T" izomorfna. Primi-
jenimo li sada propoziciju 2.11 na 7' vidimo da je prebrojivo saturirani model
od T ujedno i njen “najve¢i” prebrojiv model. Dakle “malene” teorije pos-
jeduju “najveéi” prebrojiv model. Uskoro ¢emo se pozabaviti uvjetima za
detektiranje “najmanjeg ” prebrojivog modela.

Definicija 2.19. Neka je T potpuna teorija. Model M od T se naziva prosti
model ako se moZe elementarno uloziti u svaki drugi model N od T .

Primijetimo da prosti model teorije 7', ukoliko postoji, mora biti kar-
dinaliteta ne veceg od card(L) + w. Naime, to nam diktira Léwenheim-
Skolemov teorem na “dolje”. Za odgovor na pitanje postoji li “najmanji”
prebrojivi model neke teorije treba vidjeti da su svaka dva prosta modela te
teorije izomorfna. To opcenito nece biti istina, ali vidjet ¢emo da za pre-
brojive teorije jest. Za to ¢e nam biti potreban teorem o omasivanju tipova.
Stoga uvodimo neke pojmove potrebne za njegov dokaz.

Definicija 2.20. Neka je T' L-teorija i 3(xy, ..., x,) n-tip od T. Reéi éemo
da je ¥ pravi tip ako postoji L-formula ¢(xq ..., x,) tako da vrijedi :

(1) ¢ je konzistentna sa T

(17) za sve ¢ € ¥ vrijedi T |= VT (P(T) — Y(T)).

Ovaj pojam se lako moze karakterizirati topoloski. Naime vrijedi sljedece:

Lema 2.21. (i) Neka je p potpunin-tip od T. Tada je p pravi tip ako i samo
ako je p izolirana tocka prostora S,(T).

(13) Ako je T potpuna i X pravi tip od T tada je X realiziran u svakom
modelu od T'.

Dokaz. (i) Neka je p € S,(T) pravi tip od T i ¢(Z) formula iz definicije
pravog tipa. Tvrdimo da je {p} = X,. Pokazimo prvo da je {p} C X.
Posto iz definicije pravog tipa znamo da je formula ¢ konzistentna s teorijom
T, tada postoji model M od T i@ € M"™ tako da vrijedi M = ¢[a]. Tada
je M = ¢[a]. Pretpostavimo da ¢ ¢ p. Zbog potpunosti je tada —¢ € p.
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Kako po uvjetu (iz) definicije pravog tipa vrijedi M |= [a] za sve ¥ € p,
to je posebno M |= —¢[a], $to je nemoguce. Sada pak pokazujemo obratnu
inkluziju, odnosno da vrijedi X, C {p}. Neka je ¢ € X,. Po definiciji skupa
X, je tada ¢ € S,(T) i ¢ € q. Pretpostavimo da p # ¢. Tada postoji
formula 1) tako da je 1) € g1 - € p. Prema napomeni 2.4 (ii) postoji model
ModTiae M" takvi da je ¢ = tppm(a). Kako su ¢ i ¢ € ¢ to vrijedi
M E ¢la] i M = ¢[a]. Medutim iz stavke (i7) definicije pravih tipova tada
je i M | —lal, sto daje kontradikciju. Zakljuéujemo da je p izolirani tip.
Pokazimo sada obrat. Ako je p izoliran, tada postoji formula ¢ i bazni
otvoren skup X, takvi da je {p} = X,4. Pokazujemo da je ¢ formula iz
definicije pravog tipa. Kako je svaki (potpuni) tip realiziran u nekom modelu
od T, to je i ¢ konzistentna s T, odnosno vrijedi uvjet (i) definicije pravih
tipova. Neka je sada ¢ € p i M model od T. Pretpostavimo da postoji
a € M™ tako da je M = ¢lal i M = —[a]. Oznacimo q = tpp(a). Tada
jeq e S,(T)1i¢ € q Kako je {p} = X4, to mora vrijediti p = ¢. Sada
dobivamo kontradikciju iz ¢injenice da je =) € ¢, odnosno ¥, =) € p.
(17) Neka je p neki pravi tip potpune teorije T i M prizvoljan model od
T. Neka je ¢ formula iz definicije pravog tipa i N model u kome je ona
realizirana nekom n-torkom b. Kako su svaka dva modela potpune teorije
elementarno ekvivalentna i u AV je istinita formula 3Z¢(T), to postoji n-torka
a u M takva da je M |= ¢[a]. Medutim, tada iz uvjeta (iz) definicije pravih
tipova slijedi da n-torka a realizira tip p u M. ]

Obratom po kontrapoziciji iz leme 2.21(#7) dobivamo da ukoliko je neki
tip potpune teorije 7' omasen u nekom modelu te teorije, tada on nije pravi
tip teorije T'. O obratu te tvrdnje govori nam sljedeci teorem.

Teorem 2.22 (Teorem o omasivanju tipova). Neka je T prebrojiva
teorija 1 X n-tip od T koji nije pravi tip. Tada T tma prebrojiv model koji
omasuje 3.

Dokaz. Radi jednostavnosti zapisa dokazujemo samo slucaj za n = 1, jer se
lako uvjeriti da se time ne gubi na opcenitosti. Dokaz teorema je zapravo
tipicna (poopéena) Henkinova konstrukcija kakva se koristi pri dokazu teo-
rema kompaknosti ili potpunosti logike prvog reda.

Prvo jeziku L-teorije T' dodajemo prebrojivo mnogo konstantskih simbola
Co, C1, - .. 1 dobivamo jezik L'. Ideja je konstruirati potpunu i konzistentnu
L'-teoriju T koja sadrzi T' i ima sljedeca svojstva :

(i) Za sve L'-formule ¢(x), iz Jxp(x) € T, slijedi ¢(c,) € T7, za neko m.
(1) Za svako m postoji ¢¥(z) € ¥ tako da je =)(c,,) € T.

Pretpostavimo da imamo takvu teoriju 7" i uzmimo da je M’ neki njen model.
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Neka je M” podstruktura koja se sastoji od inerpretacija konstantskih sim-
bola ¢; dodanih jeziku L. Svojstvo (i) i Tarski-Vaughtov test nam jamce
da je tako dobivena struktura elementarna podstruktura od M’, te je ona
o¢ito prebrojiva. Nadalje, svojstvo (i7) nam jamci da L-redukt te strukture
omasuje X(x), te je to trazeni model.

Preostalo je konstruirati teoriju 7”. Neka je g, o1, ... niz koji sadrzi sve L'-
recenice. Induktivno ¢emo konstruirati niz konzistentnih teorija T' = Sy C
S1 € Sy C ... sa svojstvom da je skup S;y; nastao dodavanjem konacno
mnogo rec¢enica skupu S;. Pretpostavimo da smo definirali skup S;. Ukoliko
je skup S; U {o;} konzistentan, stavaljamo S! = S; U {o;}. U protivhom
stavljamo S, = S; U {—0;}.

U slucaju da smo dodali recenicu o; i da je o; oblika Jx¢(z) definiramo
S = 8/ U ¢(cj), gdje je ¢; konstantski simbol koji se ne pojavljuje u S..
Tada je jasno da je S! konzistentan i da je SY = T'U {1, ...,1s}. Oznacimo
sa ¢ = (¢y,...,¢,) (kona¢an) niz novih konstantskih simbola (u odnosu na
L) koji se javljaju u formulama 1, ..., 1. Formulu A _,%; zapisimo kao
¥ (¢), pri ¢emu je (%) L-formula. Jasno je da je to mogucée uéiniti, jer je
jezik u kojem su zapisane formule iz konjunkcije nastao dodavanjem konacno
mnogo konstanti jeziku L. Takoder pretpostavljamo da je simbol ¢; unutar
niza ¢. Ukoliko nije, mozemo dodti formulu ¢; = ¢; nasem skupu.
Turdnja(x) : Postoji formula 6(z) € ¥(z) tako da je skup S/ U {=d(c;)}
konzistentan skup formula.

Naime, ukoliko tvrdnja ne vrijedi, tada S}’ = d(¢;), za sve formule 6 € X.
Dakle T U () = 6(c;), za sve 6 € X. Sada definirajmo L-formulu x(z;) sa
dry .o Tigr xa(U(x, L x,)). Jasno je da vrijedi T | Vo (x(x;) —
d(z;)), za sve § € X. Kako je x(x;) konzistentna sa T (uzmemo L-redukt
proizvoljnog modela od S koji sadrzi interpretacije simbola iz ¢) slijedi da je
Y pravi tip, sto je u kontradikciji s pretpostavkom teorema. Time je pomocéna
tvrdnja dokazana.

Sada stavljamo S;y1 = SY U{=d(¢;)}, gdje je d neka formula ¢ija egzis-
tencija slijedi iz tvrdnje (x). Uzmemo li da je 7" unija svih ovako definiranih
S; jasno je da T" zadovoljava zahtjeve (7)1 (ii). O

Prethodni se rezultat moze pametnim preslagivanjem pojacati tako da
nademo model koji istovremeno omasuje prebrojivo mnogo tipova.

Korolar 2.23. Neka je T prebrojiva teorija, te neka je za svako v < w, ¥
ni-tip od T' koji nije pravi tip (za neki konacan n;). Tada T ima prebrojiv
model koji omasuje sve X;.

U sljedecoj definiciji uvodimo jos jedan pojam koji ¢e biti koristan pri
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proucavanju prebrojivih modela.

Definicija 2.24. Za L-strukturu M céemo reéi da je atomarna ako je za
svako n i n-torku @ elemenata iz M tip tpp(a@) pravi tip teorije Th(M).
(Odnosno izolirana tocka topoloskog prostora S,(Th(M))).

Atomarne strukture potpunih teorija moc¢i ¢emo razaznavati pomocu jedne
posebne klase formula.

Definicija 2.25. Neka je T' potpuna L-teorija. Formula ¢(z1, ..., x,) jezika
L se naziva potpuna n-formula ili atom ako je ¢ konzistentna sa T i za svaku
L-formulu ¢(x1, ..., x,) vrijedi T = VZ($(T) — (7)) ili T = VZ(6(T) —
—)(T)). (Odnosno ¢ izolira neki potpuni n-tip u S, (T)).

Iz definicije je jasno da vrijedi sljedeca karakterizacija atomarnosti :

Lema 2.26. Neka je T potpuna L-teorija. Za svako n € N definirajmo
D, (z1,...,x,) = {—0(x1,...,2,) : &(T) je potpuna n-formula od T}. Tada
je model M od T atomaran ako i samo ako M omasuje sve ®,,.

Propozicija 2.27. Neka je T prebrojiva © potpuna teorija. Ekvivalentno je:
(¢) T ima atomarni model
(17) T ima prebrojiv atomarni model
(i19) Za svako n izolirani tipovi su gusti u Sy, (T).

Dokaz. (i) = (ii) Neka je M atomarni model od T'. Léwenheim-Skolemov
teorema na dolje daje nam prebrojiv elementarni podmodel. No tada je i on
svakako atomaran.

(#1) = (i4i) Dovoljno je pokazati da svaki neprazan bazni otvoren skup Xy,
gdje je ¢ formula u jeziku teorije 7', sadrzi neki izolirani n-tip iz S, (7). Ako
¢ nije konzistentna s T tada je X, = (). Uzmimo stoga formulu ¢(zy,. .., z,)
konzistentnu s teorijom 7" i neka je M atomarni model od 7". Kako postoji
model N od T takav da je N | 3T¢(T), te kako je T potpuna, to vrijedi
M = Jz¢(T), odnosno postoji @ € M™ tako da je M |= ¢[a]. Medutim, tada
je ¢ € tpm(a) i tpam(@) je potpuni n-tip od T'. Iz atomarnosti slijedi da je
tpm(a) izoliran, a iz definicije skupa Xy imamo tpp(a) € Xy

(i1i) = (i) Neka su ®,, kao u lemi 2.26. Tvrdimo da niti jedan ®,, koji
je konzistentan s T nije pravi n-tip od 7. Uzmimo stoga proizvoljan n.
Pretpostavimo da je ¢(x1,...,x,) konzistentna s T. Pokazujemo da T ne
moze zadovoljiti uvjet (ii) iz definicije pravih tipova. Prema pretpostavci
postoji p € S,(T), izoliran, takav da je p € X,. Neka je ¢(xq,...,2p)
formula koja izolira p, odnosno {p} = X. Po definiciji je ¢ potpuna formula.
Medutim, tada je = € ®,,.
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Pretpostavimo sada da vrijedi T = VZ(4(ZT) — n(T)), za sve n € P,,.
Uzmimo model M od T takv da je p = tprp(a), za neko a € M™. Kako
je p € Xy, to je ¢ € p, pa vrijedi M [ ¢[a]. Medutim, tada vrijedi i
M = —[a], a kako je ¢ € p, to je M = 9[a], $to je nemoguce. Dakle niti
jedan ®,, koji je konzistentan s 1" nije pravi n-tip od 7. Prema teoremu o
omasivanju tipova, odnosno korolaru 2.23 postoji model od 7" koji omasuje
sve ®,,. Prema lemi 2.26 takav model je atomaran. [

Lema 2.28. Neka je M neka L-struktura, te a i b konacni nizovi iz M.
Tada je tpp (@, b) izoliran ako i samo ako su tpyp(a) i@ tpap(b/a) izolirani.

Dokaz. Pretpostavimo da je tp(@,b) izoliran i neka je f(Z,7) formula koja
ga izolira, odnosno {tpy(@,b)} = X 7. Sada je lako provjeriti da formula
3y f(z,7) izolira tip tpy (@), te da formula f(@,7) izolira tip tpr(b/a).
Obratno, pretpostavimo da formula ¢(Z) izolira tip tpym(a) i da formula
h(a,7) izolira tip tprg(b/@) (u Th(M,a)). Tada se lako vidi da ¢e formula
9(T) A h(Z,7) izolirati tip tpy (@, b). O

Sljedec¢e dvije propozicije dat ¢e nam egzistenciju “najmanjeg” modela
potpunih i prebrojivih teorija, kao sto smo prethodno najavili.

Propozicija 2.29. Neka je T potpuna prebrojiva teorija i neka je M model
odT. Tada je M prosti model od T ako i samo ako je M prebrojiv atomaran
model od T

Dokaz. Pretpostavimo da je model M od T prost. Veé¢ smo prije napomenuli
da takav model mora biti prebrojiv. Neka je p € S, (T) tip koji nije izoliran.
Prema propoziciji 2.22 p je omasen u nekom modelu N od T. Kako je M
prost, to postoji elementarno ulaganje od M u N. Medutim, tada je p
omasen i u M. Dakle svaki potpuni n-tip od T koji je realiziran u M mora
biti izoliran u M, odnosno M je atomaran.

Obratno, pretpostavimo da je M prebrojiv atomaran model od T". Trebamo
pokazati da se M moze elementarno uloziti u proizvoljan model N od T.
Neka je M = {ag,ay,...}. Induktivno definiramo elementarno preslikavanje
f: M — N. Kako je tprp(ap) pravi tip od Th(M), to je on prema lemi
2.21(4) realiziran i u N. (Jer je T potpuna, to je M =N, pa je i Th(M) =
Th(N)). Dakle postoji ¢cg € N takav da je tpy(ag) = tpy(co). Stavimo
f(ag) = co. Pretpostavimo sada da smo definirali f na {ag,...,a,-1} sa
f(a;) = ¢; tako da vrijedi tpap(ag, - .., an—1) = tpn(co, ..., cn_1). Oznacimo
b= (ap,...,an1) id = (co,...,ch_1). Tada je (M,b) = (N,d). Neka je
po(x) = tppm(an/b). Kako je zbog atomarnosti tpaq(b, a,) pravi tip, a jasno
je da je potpun, to iz leme 2.21(7) slijedi da je on izoliran. Iz leme 2.28
slijedi da je i py(x) izoliran (u S1(Th(M,b))). Tada se lako vidi da je i py(x),
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tip dobiven zamjenom parametara iz b u py(z) onima iz d, takoder izoliran i
popun u S;(Th(N,d)) (Dovoljno je u formuli koja izolira tip py(z) zamijeniti
parametre iz b parametrima iz d). Prema lemi 2.21(i7) postoji ¢, € N koji
realizira py(z). Tada je jasno da vrijedi tpa(ao, ..., an) = tpa(co, ..., cn),
pa mozemo staviti f(a,) = ¢,.

[

Propozicija 2.30. Neka je T potpuna prebrojiva teorija. Svaka dva prosta
modela od T su izomorfna.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji svaki prost model je ujedno prebrojiv
atomarni model. Takoder je jasno da su svaka dva prosta modela elementarno
ckvivalentna. Koristeéi sada teorem 2.3.3 iz [1], o jedinstvenosti prebrojivih
atomarnih modela , dobivamo da su svaka dva prosta modela od 7" izomorfna.

m

Istrazivanje svojstava prebrojivih modela koje smo ovdje zapoceli daje
mnogo zanimljivih rezultata, no kako bi nas daljnje izu¢avanje u tom pravcu
udaljilo od cilja koji smo si zadali u ovom radu (dokaz Morleyevog teorema
kategori¢nosti), na zalost ga ne¢emo nastaviti. Napomenimo samo kako je to
podrucje dalo mnogo iznenadujucih rezultata, poput primjerice Vaughtovog
teorema, koji govori kako niti jedna prebrojiva i potpuna teorija nema, do
na izomorfizam, tocno dva prebrojiva modela.
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3 w-stabilne teorije i Morleyev teorem

U ovom poglavlju dajemo dokaz Morleyevog teorema. Za to ¢e nam biti
potrebni jos neki pojmovi, od kojih ¢e centralnu ulogu imati w-stabilne teorije
i nerazluc¢ivi nizovi.

Prisjetimo se izreke Morleyevog teorema: Ako je potpuna prebrojiva
teorija T k-kategori¢na za neki neprebrojiv kardinal x, tada je ona A\-kategori-
¢na za sve neprebrojive kardinale \.

Ugrubo govoredi, generalna shema dokaza je sljedeca :

Korak 1. Dokazati da je svaka rk-kategori¢na teorija w-stabilna.

Korak 2. Koriste¢i w-stabilnost i k-kategoricnost pronac¢i dovoljno sa-
turiranih modela, prostih (preciznije konstruktibilnih) modela proizvoljne
veli¢ine i nerazlucivih nizova nad neprebrojivim modelima.

Korak 3. Koristedi tehnike iz koraka 2 dokazati teorem.

Kako se dokaz sastoji od tri dijela, to ¢e ova poglavlje biti razdijeljen na
tri pragrafa, od kojih ¢e svaki pratiti pojedini korak dokaza.

3.1 Od kategori¢nosti do stabilnosti

U ovom paragrafu uvodimo pojam w-stabilnih teorija koji ¢e igrati kljuénu
ulogu u sljede¢em paragrafu i pokazujemo da je svaka r-kategori¢na teorija
w-stabilna. Stabilnost je opéenito vazno svojstvo i mnoga izu¢avanja u teoriji
modela se rade pod pretpostvkom w-stabilnosti.

Definicija 3.1. Potpuna prebrojiva teorija T je w-stabilna ako je za svaki
model M od T i svaki prebrojiv podskup A C M skup svih potpunih 1-tipova
S1(A, M) prebrojiv. (Odnosno, teorija Th(M, a)eca ima najvise prebrogivo
potpunih 1-tipova).

Primijetimo sada da ako je T" w-stabilna tada postoji najvise prebrojivo
mnogo potpunih n-tipova od T za sve prirodne brojeve n. Naime, ako je
Y(x1,...,2,) potpuni n-tip od T'1 M model od T koji realizira ¥ (takav
postoji po definiciji tipova), tada postoje ay,...,a, iz M koji realiziraju X.
Ocito je X(x1) = {o(x1,0az,...,a,) : ¢(x1,...,2,) € L} potpun 1-tip od
Th(M,a)eea, za A ={ay,...a,}. Dakle potpunih n-tipova od T nema vise
nego potpunih 1-tipova od Th(M, a).c4, a tih je najvise prebrojivo.

Za sada ne¢emo davati primjere w-stabilnih teorija, jer ¢e to biti mnogo
lakse koriste¢i neke teoreme koji uskoro slijede.

Sljedeci pojam pokazat ¢e se kao koristan u pojedinim dokazima.
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Definicija 3.2. Neka je Ty teorija u jeziku Lo. KaZemo da Ty posjeduje
Skolemove funkcije ako za svaku Lo-formulu ¢(z,7), gdje je G = (Y1, -, Yn),
postoji n-mjesni funkcijski simbol f € Lo tako da vrijedi :

T = vy(3ze(z,y) — ¢(f(),7))-

Pokazimo sada da se za svaku teoriju moze bez gubitka opéenitosti sma-
trati da posjeduje Skolemove funkcije.

Lema 3.3. Neka je T teorija u jeziku L. Tada postoji prosirenje Ly, jezika L,
kardinalnosti najvise card(L) +w i Lo-teorija Ty koja prosiruje T i posjeduje
Skolemove funkcije.

Dokaz. Neka je M model od T. Za svaku formulu ¢(z,7) dodajemo jeziku
L novi funkeijski simbol f4(7). Tako dobiven jezik ozna¢imo s L;. Prosirimo
M do Ly-strukture definirajuéi f;" (b) kao elemenat ¢ € M tako da je M =
¢(c,5), ukoliko takav ¢ postoji, a proizvoljno inac¢e. Opisanu konstrukciju
iteriramo, te dobivamo jezike L C Ly C Ly C ... 1 pro§irenja M1, Ms, ... od
M. Neka je Ly unija svih L;, gdje je © € N i M unija prosirenja. Stavimo
To = Th(My). Tada je Ty trazena teorija u jeziku L.

Naime, ako je ¢(z,y) formula u jeziku Ly tada je ona formula jezika L,,, za
neko n € N. Neka je N proizvoljan model od Ty. Tada je, zbog potpunosti,
M = N. Dakle dovoljno je provjeriti M = Vy(3zd(x,7) — o(f5(9),7)).
Neka su a, b takvi da je M = é(a, b). Medutim tada vrijedi i M;, = ¢(a, b) za
neko k. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je k > n. Tada
je po konstrukeiji M1 = ¢(f4(b),b), pa posebno i M = ¢(f4(b),b). O

Sljedeca lema nam daje jedan od razloga zasto su teorije sa Skolemovim
funkcijama korisne.

Lema 3.4. Ako je T teorija koja posjeduje Skolemove funkcije tada je pod-
struktura svakog modela od T elementarna podstruktura.

Dokaz. Neka je M podstruktura nekog modela N teorije T. Pretpostavimo
daje N |= Jzé(x,b), za neko b iz M. Kako teorija T ima Skolemove funkcije,
to postoji funkcijski simbol f sa svojstvom N = ¢(f(b),b). Kako je M pod-
struktura, to je f(b) € M. Primjenom Tarski-Vaughtovog testa (propozicija
1.11) zaklju¢ujemo da je M elementarna podstruktura od . O

Definicija 3.5. Neka je M L-struktura, A C M, (I, <) ureden skup i (b; :
i € I) niz medusobno razlicitih elemenata uw M. Reéi éemo da je (b; : i €
I nerazluciv niz nad A u strukturi M (u odnosu na (I,<)), ako za svako
n<wisveip < ... <, j1 < ...< jn vrigedi tpp((biy,... b))/ A) =
tp/\/l((ij AR b]n)/A)
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Ako je A = () govorit éemo samo nerazluciv niz. Kako ée I cesto biti
ordinal a sa uobic¢ajenim uredajem, pisat ¢emo (b; : i < ).

Svakako ¢e nas zanimati kako se “docepati” nerazlucivih nizova. Sljedeca
lema djelomi¢no odgovara na to pitanje.

Lema 3.6. Neka je M proizvoljna L-struktura i (a; : i < w) nerazluciv niz
u M. Nadalje, neka je (I, <) ureden skup. Tada postoji L-struktura N koja
sadrzi elemente (b; : 1 € I), takva da je (b; : i € I) nerazluciv niz u N, te za
sven iy <...<i, €1 vrijedi tpar(biy, ..., b)) =tpmla, ..., an).

Dokaz. Neka je L' jezik dobiven dodavanjem novih konstantskih simbola {b; :
i€ l}U{a;:i<w} jeziku L. Oznacéimo sa

QI{(b(al’...,a,n)H(b(bil’.._,bin):n<w’
h<..<i,€Il,p€L}.

Neka je A = Th(M)U QU {=b; =b; : 4,5 € 1,7 # j}. Dovoljno je pokazati
da je skup A konacno ispunjiv. Naime, tada prema teoremu kompaktnosti
postoji L'-struktura N na kojoj je A istinit. Uzmimo sada dva kona¢na niza
i < .o <lip, te j1 < ... < jniz I. Kako je N |E A, to iz definicije skupa €2
i potpunosti teorije Th(M) slijedi

tpn (. 0Y) = tpm(ar, .. an) = toa (VY. 0.
Zakljucujemo da je (bV : i € I) trazeni nerazluciv niz.

Preostaje nam pokazati da je skup A konacno ispunjiv. Medutim, zbog
nerazlucivosti niza (a; : i < w) ¢e svaki konacan podskup A’ od A biti
ispunjiv. u M. Naime, neka su ¢1(ar,...,an,) < O1(bra,-.. b1ny), .-+,
or(ar, ... an,) < Op(bka, ..., bkn,) sve formule iz Q koje se pojavljuju u
A'. Kako je elemenata b; konacno mnogo, to postoje medusobno disjunktni
konac¢ni nizovi prirodnih brojeva 17 < ... < 1,00 < oo < U,
Interpretiramo li sada b{}fn = a,, gdje je 1 <1 < k1< m < n, iz
nerazlucivosti niza (a; : ¢ < w) slijedi da su formule iz Q koje se nalaze
u A’ istinite u M. Preostale simbole b; koji se pojavljuju u formulama iz
A N{=b; =b;:i# j,i,j € I} interpretiramo medusobno razli¢itim elemen-
tima a;. Kako je tih simbola konacno, te kako je (a; : i < w) beskonacan, to
je uvijek mogudce uciniti. O]

U daljnjem izlaganju trebat ¢e nam neki kombinatorni rezultati. Prvo
ustalimo notaciju. Za skup X i n < w sa X™ oznacavat ¢emo skup svih
n-¢lanih podskupova od X.

Propozicija 3.7 (Ramseyev teorem). Neka je n < w, te X; 1 Xy dva dis-
junktna podskupa od w™, takvi da je X, U Xy = w™. Tada postoji beskonacan
podskup Y od w, tei € {1,2} tako da je Y C X;.
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Premda dokaz nije pretjerano tezak ovdje ga ne navodimo iz dva razloga.
Kao prvo, rezultat je pretezno kombinatorne prirode i kao takav nije nam
od pretjeranog interesa sam po sebi. Nadalje, dokaz je poprilicno dugacak i
koristi tehniku ultrafiltera, te bi bilo potrebno razraditi i osnovne ¢injenice
o ultrafilterima. Dokaz se moze pronadi u [1], teorem 3.3.7, a za potpunu
raspravu vidjeti [1], stranice 166 do 169.

[teriranjem prethodne propozicije dobivamo sljede¢e poopcenje :

Napomena 3.8. Neka su ni,...,n.,r < w, te neka je X;1, X, particija
od wl, zai=1,...,r. Tada postoji beskonacan podskup Y od w @ brojevi
ji € {1,2}, takvi da je Y™ sadrzan u X j,, zai=1,...,r.

Propozicija 3.9. Neka je T L-teorija, te neka je za svakon sa ¥y, (xy, ..., x,)
oznacen neki skup L-formula u slobodnim varijablama x1, ..., x,. Pretposta-
vimo da postoji model M od T i niz medusobno razlicitih elemenata (a; : i <
w) u M tako da za sveiy < ... <, <w, (Qi,...,a;) realizira X, (xy, ..., x,)
u M. Tada postoji model N od T i nerazluciv niz (b; : i < w) u N tako da
(b1, ..., by) realizira 3, (xq,...,2,), za sven < w.

Dokaz. Neka je L jezik teorije T'. Dodavanjem prebrojivo mnogo konstantskih
simbola {¢; : i < w} dobivamo jezik L’. Oznacimo sa

Q1:{¢(Ci1,...,cin)<—>qz§(cj1,...,cjn):i1<...<in<w,
<. <jon<w,¢€L}

QQZU{ER(CZ'I,...,CZ'”) < ... <in<CU}.

Neka je Q=T UQ UQyU{~¢; =¢;:4,j <w,iF# j}. Dovoljno je pokazati
da je Q ispunjiv. Naime, tada Ce interpretacije konstanti ¢; ¢initi trazeni
nerazluciv niz.

Neka je stoga €)' proizvoljan konacan podskup od 2. Uzmimo da su
O1(T1y o X))y Or(T1, ..o 2, ) L-formule iz Q' koje su u Q. Za i =
1,...,r particionirati éemo skup w!™l u dva skupa X; 1, X 2 na sljedeci nacin:
ukoliko je M = ¢i(ay,,. .., a;, ) stavljamo {ji,...,jn,} € X;1, u protivnom
{j1,- -1 Jn, } € Xizo. Jasno je da vrijedi wlmil = Xi1UX,oidasuX;;1X,,dis-
junktni. Neka je Y skup ¢ija egzistencija slijedi iz propozicije 3.8. Oznacimo
Y = {s0,51,...}, gdje je sop < s < .... Ako interpretiramo ¢; kao as, dobi-
vamo trazeni model za . Naime T i {2 ¢e biti ispunjeni po pretpostavci,
a () po definiciji skupova X, 1, X, 9, te svojstva skupa Y. Nadalje, kako su
elementi a; medusobno razliciti, to ¢e i ¢; biti medusobno razliciti (preostale
¢; koji se ne pojavljuju u Q; i €y interpretiramo proizvoljnim meduobno
razli¢itim elementima, Sto zbog konacnosti uvijek mozemo uéiniti). O]
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Sljedeci rezultat nam daje pomalo iznenadujucu ¢injenicu o nerazlu¢ivim
nizovima. Naime za teoriju s beskonacnim modelima mozemo pronaci proizvo-
ljno duge nerazlucive nizove u nekom modelu od 7.

Korolar 3.10. Neka je T teorija za koju postoji beskonacni model. Tada
za svaki kardinal  postoji model M od T i skup (a; : i < k), medusobno
razlicitih elemenata od M, tako da je (a; : i < k) nerazluciv niz u M.

Dokaz. Ako uzmemo da su svi skupovi %, iz propozicije 3.9 prazni, dobivamo
egzistenciju prebrojivog nerazluc¢ivog niza u nekom modelu od 7. Sada iz
leme 3.6 dobivamo egzistenciju proizvoljno dugog nerazlucivog niza. O

Sljedeca propozicija glavni je tehnicki rezultat ovog paragrafa.

Propozicija 3.11. Neka je T prebrojiva teorija i k proizvoljan neprebro-
Jiw kardinal. Tada postoji model M od T kardinalnosti k, takav da je za
svaki prebrojiv podskup A od M najvise prebrojivo mnogo tipova iz S1(A, M)
realizirano v M.

Dokaz. Prema lemi 3.3 postoji prebrojiva teorija 7" u jeziku L', koja prosiruje
T i sadrzi Skolemove funkcije. Jasno je kako je dovoljno pokazati tvrdnju za
teoriju 7”. Neka je M model od 7" kardinalnosti x i (b; : i < k) nerazluéiv niz
Cija egzistencija slijedi iz prethodnog korolara. Zbog leme 3.4 na M mozemo
gledati kao na podstrukturu same sebe, generiranu skupom (b; : i < k).
Naime, svaki se element od M moze zapisati kao t(b), za neki L'-term ¢
i neki konacan niz b;-ova b. Primijetimo da, posto je jezik L’ prebrojiv, M
ima kardinalnost .

Uzmimo sada A prebrojiv podskup od M. Za svako a € A odaberimo
jedan term t, jezika L’ i konacan niz b, u skupu (b; : i < ) takvi da je
a = tM(b,). Neka je B skup svih b; koji se pojavljuju u b,, za neko a € A.
Tada je B prebrojiv. Nadalje, neka je Iy = {i < k : b; € B}. Tada je I
prebrojiv podskup od k.

Sada za svako n € N definiramo relaciju ekvivalencije F,, na skupu svih
n-torki elemenata iz x. Neka su aq,...,qa, < ki (1,...,0, < k. Tada
definiramo E,((aq, ..., ), (B1, ..., 0,)) ovako :

(i) Za sve 1 < i,7 < n vrijedi:

Ozi<()éj<:>6i<ﬁj
1

ai:aj(:)ﬁi:ﬁj.
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(i7) Za sve z € Iy isve i =1,...,n vrijedi:

<z <z
1

o, =26 f =z

Lako je provjeriti da je E, doista relacija ekvivalencije. Primijetimo da,
zbog dobre uredenosti od k, postoji najvise prebrojivo mnogo klasa ekviva-
lencije s obzirom na relaciju E,,.

Neka vrijedi E, ((a1, ..., an), (51, ..., () i neka je s(z1, ..., x,) L'-term.
Tada je tpa(s(bays - - -5 ba, ) /A) = tpa(s(bs,, ..., bg,)/A).

Tvrdnja slijedi iz nekoliko ¢injenica. Prvo, uo¢imo da se svaki element
od A moze prikazati kao (b), za neki L'-term ¢ i neki b € B. Medutim, iz
definicije od E, i nerazlucivosti niza (b; : i < k) imamo da za sve b € B
vrijedi tpas(bays - - - bay, b) = toas(bs,s - - -, b, , b), odnosno da vrijedi trazena
tvrdnja.

Kako postoji samo prebrojivo mnogo L’ terama i kako je broj FE, klasa
ekvivalencije prebrojiv za svako n, to , uzimajuéi u obzir dokazanu tvrnju,
najvise prebrojivo mnogo razli¢itih tipova nad A moze biti realizirano u M.

m

Sada smo u stanju zavrsiti prvi korak u dokazu Morleyevog teorema.

Teorem 3.12. Neka je T potpuna prebrojiva teorija. Ako je T k-kategoricna
za neki neprebrojiv kardinal k, tada je T w-stabilna.

Dokaz. Pretpostavimo da T nije w-stabilna. Tada postoji model M od T
i prebrojiv podskup A C M tako da je S1(A, M) neprebrojiv. Kako su
svi modeli potpune teorije elementarno ekvivalentni, to mozemo pronaci ele-
mentarno prosirenje N od M koje realizira sve tipove iz S; (A, M). Koristeci
Lowenheim skolmov teorem mozemo naci, u ovisnosti o kardinalnosti od NV, ili
elementarnu podstrukturu ili elementarno prosirenje N’ od A koja ima kar-
dinalnost x, sadrzi A i koja realizira neprebrojivo mnogo potpunih 1-tipova
nad A. Prema prethodnoj propoziciji postoji model N” od T kardinalnosti
k, koji realizira prebrojivo mnogo potpunih 1-tipova nad A. Medutim tada
N’ i N” ne mogu biti izomorfni, pa teorija T nije k-kategori¢na. O

Imajuéi na umu prethodne rezultate lako nam je dati neke primjere w-
stabilnih teorija.

Primjer 3.13. Teorija beskonacnih skupova iz primjera 1.4. je w-stabilna.
Naime, ona je k-kategoriéna za sve neprebrojive kardinale k.
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3.2 Neka svojstva w-stabilnih teorija

Kao sto smo najavili, u ovom paragrafu razmatramo drugi korak potreban za
dokaz Morleyevog teorema. Prvi cilj nam je pronac¢i “dovoljno” saturiranih
modela. Pojam Morleyevog ranga proizvoljne formule u odnosu na neku
strukturu, koji sada uvodimo, ¢e nam to omoguciti.

Definicija 3.14. Neka je T potpuna teorija, n < w, M model od T, te
o(x,a) formula sa slobodnim varijablama T = (xy,...,x,) i parametrom @
iz M. Prvo induktivno definiramo $to znaci da je Morleyev rang, u oznaci
RMM(¢(z,@)), veéi ili jednak o, pri cemu je o ordinal :
(i) RMM(6(7,)) > 0 ako je M = 35(6(7, 0)).
(11) Ako je 0 granicni ordinal definiramo RM/;/‘(qb(f, a)) > 6 ako vrijedi
RMM(¢(7,a)) > a, za sve a < 6.
(i17) RMM( o(T,a)) > a+ 1 ako postoji elementarno prosirenje N' od M i
formule ;(z, b, ) za sve j < w, sa parametrima b 1z N tako da vrijedi :
()N):Elx( V(7 )—>gb(a:a)),zasvej<w
(b) RMM(y(z, j))ZOé, za sve j < w, te
(¢) N = =T2(vi(T, b;) A b (T, b)), za svei# j.
Sada definiramo da je Morleyev rang formule ¢ u odnosu na strukturu M
jednak ordinalu o, u oznaci RMM(¢(Z,a)) = «, ako i samo ako je o na-
jueéi ordinal za kojeg vrijedi RMM(¢(Z,a)) > a. Ukoliko takav ne postoji
definiramo RMM(¢(Z,a)) = co.

Cesto ¢emo pisati RM (¢(Z,)), kada su n i struktura M jasni iz kontek-
sta, ili RM™(¢), ako nam je bitno naglasiti u kojoj strukturi promatramo
Morleyev rang.

Bilo bi nam korisno za daljnja razmatranja da RMM(—) zapravo ovisi
samo o tpr(a@). To opéenito nije istina, no sljedeé¢a lema pokazat ¢e nam kako
zeljena tvrdnja vrijedi za w-saturirane modele. Daljnje dvije leme pokazuju
da je Morleyev rang ocuvan (odnosno jednak) u svaka dva elementarna w-
saturirana prosirenja dane strukture. Kako smo pokazali da svaka struk-
tura ima w-saturirano elementarno prosirenje (2.12), to ¢emo ubuduée pret-
postavljati da Morleyev rang promatramo na w-saturiranim strukturama.

Neka je T teorija u jeziku L, ¢(T) L-recenica i M model od T'. Sa ¢(M)
oznacavamo {a € M : M |= ¢[a]}. Ako formula ¢(Z,y) koristi parametre @,
umjesto ¢((M, a)qez) jos ¢emo pisati i p(M,a).

Uocimo sada da uvjete (i) i (¢ii) iz definicije Morleyevog ranga mozemo
iskazati na sljedec¢i nacin :

(i) RMM(¢(z,@)) > 0 ako i samo ako je ¢(M) # ).
(iii) RMM(¢(Z,a)) > a + 1 ako i samo ako postoji prebrojivo mnogo L -
formula ¥4 (Z), 12(T), . . ., takvih da su skupovi 11 (M), 1o(M), . .. u parovima
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disjunktni (uvjet (c)) podskupovi od ¢(M) (uvjet (a)) i vrijedi RM (¢,(Z)) >

a, 7a sve 1 < w.

Lema 3.15. Neka je T potpuna teorija, M w-saturiran model od T', te
o(T,7) formula. Ako su @ b_zz M takvi da je tpy(a) = tpa(b), tada je
RM™M(¢(7.a)) = RMM(ﬁb(f, b)).

Dokaz. Transfinitnom indukcijom po « pokazujemo da vrijedi RM (¢(T,a)) >
a ako i samo ako je RM(¢(z,a)) > a.
Kako je tpym(a) = tpa(b), to je ocito ¢(M,a) = 0 ako i samo ako je
$(M,b) = 0. Dakle RM (¢(Z,a)) > 0 ako i samo ako RM (¢(Z,b)) >0
Pretpostavimo sada da je a grani¢ni ordinal i da tvrdnja vrijedi za sve
0 < «. Tada imamo :

RM(¢(Z,a)) > a < RM(p(Z,a)) > [,za sve < «
& RM(¢(T,b)) > 3,za sve 3 < a, po pretpostavci

= RM(6(7,D)) > a.

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki ordinalni broj a i da je
RM(¢(z,a)) > a+ 1. Tada postoje Ly-formule 11(T), 1o(T), ..., takve da
je 1 (M), (M), ... beskonacan niz u parovima disjunktnih podskupova
od ¢(M,a) i da je za svako i RM(¢;(T)) > a. Neka su xi(Z,v1,- -, Ym,)
L-formule i ¢; € M™: takvi da je ¢;(T) = x:(T,¢;). Kako je M w-saturirana,
to je ona i w-homogena (lema 2.8), pa postoje dy, ds, ... takvi da je :

tpam(@,C1, ..., Cn) = tpaa(b,dy, . .. dy)

za sve m < w. Medutim, tada je x1(M, dy), x2(M, ds), ... beskonacan niz u
parovima disjunktnih podskupova od »(M,b), te prema pretpostavci induk-
cije vrijedi RM (xi(T,d;)) > o Dakle RM(¢(%,b)) > o + 1.

Analogno bismo pokazali da iz RM (¢(Z, b)) > a+1 slijedi RM (¢(z,a)) >
a+ 1.

Dakle pokazali smo da je RM (¢(%,@)) >  ako i samo ako je RM (¢(%, b)) >

«, za sve ordinale «. Dakle imamo :

RM(¢(7,a)) = RM(¢(T,0)).
O

Lema 3.16. Pretpostavimo da su M i N dva w-saturirana modela teorije T
i da je M elementarna podstruktura od N'. Tada za svaku Ly;-formulu ¢(T)
vrijedi RM™M (4(T)) = RMN (4(T)).
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Dokaz. Kao i u prethodnoj lemi indukcijom po « dokazujemo da vrijedi
RM™M(¢) > a ako i samo ako RMN (¢) > a.
Kako je M elementarna podstruktura od N, to vrijedi ¢(M) = @ ako i
samo ako ¢(N') = ). Dakle RM* (¢) > 0 ako i samo ako RM* (¢) > 0.
Pretpostavimo sada da je o grani¢ni ordinal. Tada imamo:

RM™M($) > o & RM™M(¢) > B,za sve B < a
& RMN(qb) > [,za sve 3 < «, po pretpostavci

& RMN(¢) >

Uzmimo sada da je RM™(¢) > a+1. Tada postoje Ly-formule i, 1o, . . .,
takve da je 11 (M), 1ho(M), ... beskonacan niz u parovima disjunktnih pod-
skupova od ¢(M) koji zadovoljava RM™(1;) > «, za sve i < w. Prema
pretpostavei indukcije RMY (¢;) > a. Nadalje, kako je M eclementarna
podstruktura od N, to je i Y N), ¥2(N),. .. beskonacan niz u parovima dis-
junktnih podskupova od ¢(N), pa vrijedi RM* (¢) > a + 1.

Obratno, neka je RMY (¢) > a+1. Tada postoji niz Ly-formula ¢y, 1), . . .
takvih da je 11 (N), ¥(N), ... beskonac¢an niz u parovima disjunktnih pod-
skupova od ¢(N) i da je RM™N (¢;) > a, za sve i. Neka je @ konac¢an niz koji
sadrzi sve parametre iz M koji se pojvljuju u formuli ¢. Neka su Xi(T, )
L-formule i b; iz N takvi da je 4;(Z) = x;(T, b;). Zbog w-saturiranosti od M
i jer je tppr(@, by, . .., by) potpuni tip od T postoje ¢, G, ... iz M takvi da je

tpar(@, by, . .. b)) = tpp(@, Gy, . .., Cm) = tpar(@, G, - . ., Com)

za sve m < w. Prema prethodnoj lemi je RM™ (x;(Z,)) > «, pa je prema
pretpostavci indukcije RM™M(x(Z,¢;)) > a. Dakle je i RMM(¢) > a + 1.
Zakljuéujemo da je RMM(¢) = RMN () O

Lema 3.17. Pretpostavimo da je M model od T, ¢ Ly-formula, te Ny i Nq
w-saturirana elementarna prosirenja od M. Tada je RMNo(¢) = RMM (¢).

Dokaz. Lako je dokazati da postoji Na, zajednicko elementarno prosirenje od
No 1 N7 (vidjeti [6] 2.5.11). Neka je N3 w-saturirano elementarno prosirenje
od N Gija egzistencija slijedi iz 2.12. Prema 3.16 je RM™N(¢) = RM™3(¢) =
RMM (). O

Sljedeca lema daje nekoliko osnovnih svojstava Morleyevog ranga.

Lema 3.18. Neka je M w-saturiran model potpune teorije T'. Tada vrijedi :
(i) Ako je M |= ¢(T,a) — (T, b), tada je RM(¢(T,a)) < RM (¢(T,b)).
(“) RM(QS(E? a) v ¢<E’ b)) = max{RM(qS(E, 5)), RM(qu)(Ev b))}

(ii1) Pretpostavimo da je skup ¢p(M,a) # 0. Tada je RM(¢(T,a)) = 0
ako 1 samo ako je skup ¢(M,a@) konacan.
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Dokaz. (i) Transifinitnom indukcijom po a, slicno kao u 3.15 i 3.16, lako se
pokazuje da iz RM (¢(Z,a)) > « slijedi RM (¢(T,a)) > «.

(i¢) Primijetimo da iz (z) slijedi RM (¢ V ¢) > max{RM(¢), RM(¢)}. Za
obratnu nejednakost indukcijom po a pokazujemo da iz RM(¢p V ¢) > «
slijedi da je RM(¢) > o ili RM(¢) > «.

Ako je RM (¢ V ¢) > 0, tada postoji ¢ € M takav da je M = (¢ V ¢)[¢].
Tada je M = ¢[d] ili M |= ¥[d], odnosno RM(¢) > 0 ili RM () > 0.

Pretpostavimo sada da je a grani¢ni ordinal i da je RM (¢V1) > «. Tada
je posebno RM (¢ V v) > v, za sve v < a. Ako postoji v < « takav da je
RM(¢) > pzasve v < u < a, tada je RM(¢) > «. U protivnome za svaki
v < a postoji p > v, u < a za koji RM(¢) # u. Po pretpostavei indukcije
RM () > u, pai RM(¢) > v. Kako je v proizvoljam vrijedi RM (¢)) > a.

Neka je sada RM (¢V1)) > a+1. Tada postoje Ly~formule 1y, 7o, . . . takve
da je n (M), n2(M), ... beskonacan niz u parovima disjunktnih podskupova
od (¢pVh)(M) za koje je RM (n;) > «. Oznacimo sa ¢; = ¢An;, te 1, = P An;.
Prema pretpostavci indukcije za svako i je RM(¢;) > a ili RM(¢;) > a.
Dakle vrijedi RM(¢;) > a ili RM(1);) > « za prebrojivo mnogo i < w. U
prvom slucaju je ocito RM(¢) > a+ 1, a u drugom RM (v)) > o + 1.

(i17) Kako je p(M,a) # 0, to je RM(¢(T,a)) > 0.

Pretpostavimo da je ¢(M,a) konacan. Kada bi postojale Ly-formule
1,19, ... takve da je (M), 1ho(M),... beskonacan niz u parovima dis-
junktnih podskupova od ¢(M,a) i da je RM(¢;) > 0, morao bi ¢(M,a)
biti beskonacan (RM (¢;) > 0 povlaci ¢;(M) # 0). Dakle RM (¢(z,a)) # 1,
odnosno RM (¢(z,a)) = 0.

Obratno, pretpostavimo da je ¢(M, @) beskonacan i neka je @y, as, . .. niz
medusobno razli¢itih elemenata iz ¢(M,a@). Oznacimo sa 1;(T) = ¢(T,a) A
T = a;. Tada je ocito 11 (M), 1ho(M), ... beskonacan niz u parovima disjunk-
tnih podskupova od ¢(M,a) za koje je RM(1;) > 0 (naime M | ¥;[a;]),
odnosno RM (¢(z,a)) > 1. O

Uocimo da iz tvrdnje (i) prethodne leme posebno slijedi da je za svake
dvije formule ¢, RM (¢ A1) < min{RM (¢), RM(v))}. Ovu tvrdnju ¢emo
nadalje koristiti bez posebnog isticanja.

Jos uvodimo i pojam Morleyevog stupnja, ¢iju egzistenciju daje sljedeca
lema.
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Lema 3.19. Neka je M w-saturiran model potpune teorije T, te ¢(T,a) for-
mula s parametrima iz M, takva da je RM (¢(Z,a)) = a. Tada postoji najveci
prirodni broj d i formule V(T b;), sa parametrima iz M, za sve i < d, takvi
da je RM(;(T,b;)) = a za sve i < d, te su skupovi i (M, by), ... Ya(M,b;)
u parovima disjunktni podskupovi od ¢(M,a). Broj d nazivamo Morleyev
stupanj od ¢(Z,a), u oznaci dM(¢(T,a)). Nadalje, kao i za Morleyev rang
vrijedi da dM (P(Z,a@)) ovisi samo o tpp(a).

Dokaz. Konstruirat ¢emo skup S C 2<%, skup konacnih nizova nula i jedinica
i skup formula {¢, : 0 € S} sa sljede¢im svojstvima :

(i) Akojeoce SiTCo,tadajeT €S.

(77) dp = ¢.

(1i1) RM(¢,) = o, za sve 0 € S.

(iv) Ako je o € S razmatramo dva slucaja. Ukoliko postoji Ljys-formula
Y takva da je RM (¢, A1) = a1 RM(¢, A 1) = « tada su (0,0) i (0,1)
sadrzani u S i ¢(,0) = 05 A Y, te 1) = ¢ A —1p. U protivnom niti jedan
T 2 o nije sadrzan u S.

S konstruiramo stavivsi ) € S i ispunjavajuéi (ii) i (i7i), a nadalje prema
uvjetu (iv). Primijetimo da ¢ée tako svi uvjeti biti ispunjeni, te da je S
binarno stablo. Tvrdimo da je skup S konacan. U protivnom bi, prema
Konigovoj lemi (vidjeti primjerice [6], A.21) postojala funkcija f : w — 2, za
koju je restikcija f|,, € S, za sve n < w. Oznacimo sa ©; = ¢y, A by, ;.
Tada je RM(¢;) = « za sve i, te je 11(M), (M), ... beskonacan niz u
parovima disjunktnih podskupova od ¢(M), odnosno RM(¢) > a + 1, sto
je nemoguce.

Neka je So = {oc € S: 7 ¢& S, zasve 7 D o} skup svih listova stabla
S. Stavimo d = card(Sy) i neka je 11,...,14 niz u kojem se sve formule
skupa {¢, : 0 € Sp} pojavljuju tocno jednom. Tada je RM(¢;) = o, ¢(M)
disjunktna unija skupova (M), ..., 1¥s(M), te ne postoji formula x takva
da vrijedi RM (v; A x) = RM (v; A =x) = o, za neko i.

Pokazujemo da je d najmanji takav, odnosno da zadovoljava tvrdnju
leme. Neka je 64,...60, niz L-formula Morleyevog ranga «, takvih da je
01 (M),...,0,(M) niz u parovima disjunktnih podskupova od ¢(M). Tvr-
dimo da je d < n. Prema izboru formula 1, ... 1y, za svako i < d postoji
najvise jedan j < n takav da je RM(¢; A 0;) = . Kada bi bilo n > d, tada
bi postojao j° < n takav da je RM(y; A 0j) < o, za sve i < d. Medutim,
kako vrijedi

d
M ): Qj/ — \/¢i/\0j’a
i=1
to je prema lemi 3.18(i) RM(6;) < a, Sto je kontradikcija. O]
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Pokazimo sada da je w-stabilnost zapravo ekvivalentna tome da je Morleyev
rang definiran za sve formule.

Propozicija 3.20. Neka je T potpuna prebrojiva teorija. Ekvivalentno je :

(1) T je w-stabilna.

(17) Za svaki model M od T i Lys-formulu ¢(T) je RM(¢p(T)) < 0o.

(131) Za svaki X\ > w, model M od T i podskup A C M takav da je
card(A) < X je skup S1(A, M) kardinalnosti najvise X. (KaZemo da je T
A-stabilna.)

Dokaz. (i) = (ii) Neka je M model od T'. Kako je T" w-stabilna, to je pot-
punih jedan tipova nad prebrojivim skupovima prebrojivo mnogo. Koristeci
lemu 3.15 zakljuéujemo da postoji ordinal v takav da za svaku formulu ¢(7)
sa parametrima iz M vrijedi da RM(¢(T)) > 7 povlaci RM(¢(T)) = oo.
Mozemo takoder pretpostaviti da je M w-saturiran (2.12 i potpunost od T').
Ako je ¢(7) formula takva da je RM(¢(T)) = oo, tada po definiciji (i svo-
jstvu ordinala «y) postoje formule 11 (T), 12(T), ¢iji je Morleyev rang takoder
o0, takve da je M |= =3T(¢1(T) A o(T)). Iterirajudi ovu konstrukciju (prvo
na i, 1y itd.) dobivamo L -formule ¢, (%), za n € 2¥, takve da vrijedi : ako
je n pocetni dio od 7 tada M = ¢ (T) — ¢, (T), te da su za svako 7 formule
Yo (T), Yy, (T) medusobno inkonzistentne, odnosno ne postoji @ € M tako da
je M = (¥, Ay, )[@l. Oznacimo sa A skup svih parametara iz M koji se
pojavljuju u formulama 1,. Za svako 7 € 2¥ se tip {¢;;(Z) : j < w}, gdje
T|j ozncava pocetni komad od 7 duljine j, moze progiriti do potpunog n-tipa
pr(T) od Th(M,a)eers. Medutim, kako za 11 # 7 vrijedi p,, # pr,, t0 SMO
konstuirali 2¢ potpunih tipova nad prebrojivim skupom, sto je u kontradik-
ciji s w stabilnosti od 7.
(17) = (iii) Neka je M model od T kardinalnosti A. Pokazat ¢emo da je
S1(M), tj. S1(Th(M, a).en) kardinalnosti najvise X. Za svako p(z) € Sy (M)
neka je ¢,(z) € p(z) formula takva da je (RM(¢(x)),dM(¢(z))) najmanji
mogudi (misli se u leksikografskom uredaju, odnosno, prvo minimiziramo
Morleyev rang, a potom Morleyev stupanj).
Tvrdnja :Neka je p(z) € S1(M) i neka je RM(¢,) = a, te dM(¢,) = d.
Tada za svaku Ly-formulu ¢(z) vrijedi : ¢(x) € p(z) ako i samo ako
RM(6y(2) A () = 0 1 dM (6(2) A (z)) = d.
Implikacija s lijeva na desno slijedi iz definicije. Pretpostavimo sada da vrijedi
desna stranaida(x) ¢ p. Tada je ~)(x) € p, paje RM (¢,(x)A\1(x)) = a
Tada vrijedi dM (¢, (x) A p(x)) > 1, sto povlaci dM (¢,(z)) > d + 1. Time
smo dobili Zeljenu kontradikciju, odnosno vrijedi tvrdnja.

Zakljucujemo da je svaki p € S1(M) odreden sa ¢,(x), odnosno ¢, = ¢,
povlaci p = ¢q. Kako postoji najvise A Ly,-formula, to postoji i najvise A
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tipova u Sy (M).
(i13) = (¢) Ova implikacija je ocita. O

Sada smo u stanju dobiti zeljene rezultate o saturiranim modelima.

Propozicija 3.21. Neka je prebrojiva i potpuna teorija T w-stabilna. Tada
za svaki kardinal k i reqularni cardinal N < k, T tma A-saturirani model
kardinalnosti k.

Dokaz. Neka je My model od T kardinalnosti k. Koriste¢i svojstvo 3.20(iii)
mozemo konstruirati elementarni lanac (M, : @ < A), modela od T kardi-
nalnosti k, sa svojstvom da su svi tipovi u Sy (M,) realizirani u M, ;. Kako
smo takve konstrukcije detaljno raspisivali u prethodnom poglavlju, ovdje
ih ne navodimo (vidjeti primjerice 2.12). Neka je M unija tako dobivenog
lanca. Tada je M kardinalnosti x. Ostaje pokazati da je M A-saturiran.
Uzmimo A C M kardinalnosti strogo manje od A. Kako je A\ regularan,
to je A C M,, za neko a < X (takoder vidjeti 2.12). Medutim, tada ¢e svaki
potpuni tip nad A biti reliziran u M1, pa dakle i u M. Zaklju¢ujemo da
je M A-saturiran. m

Korolar 3.22. Neka je potpuna prebrojiva teorija T k-kategoricna za neki
neprebrojiv kardinal k. Tada T ima saturirani model kardinalnosti k.

Dokaz. Prema 3.12 T je w-stabilna. Ako je s regularan rezultat slijedi iz
prethodne propozicije, uzimajuéu A\ = k. Ako k nije regularan, tada je k
grani¢ni kardinal (znamo da su svi sljedbenici regularni). Medutim, za svako
A < Kk je AT regularan, pa prema 3.21 T ima model kardinalnosti x koji je
At-saturiran. Kako je T k-kategoricna, to vrijedi i da je svaki model od T
kardinalnosti £ AT-saturiran, za sve A < k. No tada je i k-saturiran. O

Sljededi cilj koji zelimo postici je egzistencija konstruktibilnih modela nad
proizvoljnim skupovima.

Definicija 3.23. Neka je M L-struktura + A C M. Reéi éemo da je M
konstruktibilna nad A ako postoji ordinal v i niz {by : a < v} u M, takvi da
je M = AU{by : @ <} i za sve B < 7 je tip tppm(bs/A U {bs : @ < (})
izoliran w S;(AU{b, : o < B}, M).

Napomena 3.24. Neka je M konstruktibilna nad A i {b, : « < 7} niz iz
definicije konstruktibilnosti. Za svako < vy je po definiciji tpap(bg/AU{b, :
a < v}) izoliran tip, pa postoji formula ¢(z) sa parametrima iz A U {b, :
o < B}, koja ga izolira. Jasno je da se ¢(x) moZe napisati kao ¢ (x,b), gdje
je &' (x,5) La-formula, a b konacan niz u skupu {b, : o < B}. Jasno je i da

¢'(z,b) takoder izolira i tpp(bs/AU{Db}). Govorit éemo da je tpp(bs/AU{b,

a < (}) izoliran nad AU {b}.
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Lema 3.25. Neka je L-struktura M konstruktibilna nad A. Tada je za svaki
konacan niz ¢ iz M tip tpp(¢/A) izoliran. Dakle, M je atomarna struktura.

Dokaz. Zapisimo M kao AU{b, : < v}, kao u definiciji 3.23. Iz definicije je
jasno da mozemo pretpotaviti da su b, medusobno razli¢iti i da nisu elementi
od A. Ozna¢imo Bz = AU {b, : o < }. Niz (bg,,...,bg,) ¢emo nazivati
dobar niz, ukoliko je 1 < ..., < (B, 1iza sve ¢t = 1,...,n vrijedi da je
tppm(bg,/Bg,) izoliran nad AU{bg,, ..., bs, ,}. Iterirajuéi lemu 2.28 (dodajuéi
element po element) zakljuéujemo da ako je b dobar niz, tada je tpa(b/A)
izoliran.

Turdnja : Za svaki konacan niz ¢ iz {b, : a < v} postoji dobar niz koji ga
sadrzi.

Indukcijom po < 7 pokazujemo da se svaki konacan niz ¢ iz Bz\ A moze
prosiriti do dobrog niza u Bz\ A. Jedini zanimljiv slucaj je kada promatramo
ordinal sljedbenik. Pretpostavimo stoga da je ¢ konacan niz u Bgy1\A i da
tvrdnja vrijedi za sve ordinale manje ili jednake od 3. Mozemo pretpostaviti
da je bz sadrzn u ¢ (u protivnhom imamo niz u Bz\A, pa tvrdnja slijedi iz
pretpostavke). Neka je b konacan niz takav da je tpa(bg/Bgs) izoliran nad
A Ub (napomena 3.24). Oznaéimo sada @ = ¢\{bg} i @ = bc. Tada je
¢’ konacan niz sadrzan u Bg\A, pa je po pretpostavci indukcije sadrzan u
nekom dobrom nizu d. Tada je jasno da je (d,bg) dobar niz u Bs.;\A koji
prosiruje ¢.

Koristeci upravo dokazanu tvrdnju pokazujemo da vrijedi tvrdnja leme. Neka
je ¢ konacan niz iz M. Ponovno mozemo pretpostaviti da ¢ ne sadrzi elemente
iz A. Prema upravo dokazanoj tvrdnji postoji dobar niz @ koji proSiruje .
Kako smo veé¢ napomenuli, tada je tpy(¢’/A) izoliran, pa je (ponovno prema
2.28) izoliran i tpaq(¢/A). O

Propozicija 3.26. Neka je T' potpuna, prebrojiva i w-stabilna teorija, te M
model od T 1 A C M. Tada postoji elementarna podstruktura N od M koja
sadrzi A i koja je konstruktibilna nad A.

Dokaz. Ako je A nosa¢ neke elementarne podstrukture tada smo gotovi
(stavimo v = 0 u definiciji konstruktibilnosti). U protivnom, prema Tarski-
Vaughtovom testu, postoji L4-formula ¢(x) takva da M |= Jx¢(z) i za sve
a € A vrijedi M | —¢[a]. Odaberimo sada formulu ¢(z) koja zadovo-
ljava prethodnu tvrdnju i za koju je (RM(¢(x)),dM(p(x))) = (o, d) mini-
malan u odnosu na leksikografski uredaj. Pokazimo da ¢(z) izolira potpuni
tip u S1(A, M). Naime u protivnom postoji Lu-formula ¢ (z) takva da su
o(z)ANY(z) 1 () A—1p(x) obje konzistentne sa Th(M, a)ca. Medutim, tada
bar jedna od njih ima manji (RM,dM) od («a,d), sto daje kontradikeiju.
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Neka je by neka realizacija od ¢(z) u M. Po upravo pokazanom tada
bo ¢ A i tip tpa(bo/A) je izoliran. Nastavljajuéi s opisanom konstrukecijom
dobivamo niz medusobno razlicitih b, u M sa svojstvom da je tpa(bs/A U
{bg : B < a}) izoliran. Kako je M skup, konstrukcija ¢e stati nakon nekog
ordinala. Dobiveni elementi ¢e tada (zajedno s A) tvoriti zeljenu elementarnu
podstrukturu. O

Posljednji rezultat koji trebamo je egzistencija beskona¢nih nerazlucivih
nizova u neprebrojivim modelima w-stabilnih teorija.

Definicija 3.27. Neka je T w-stabilna teoriyja, M model od T © A C M.
Za p(T) € Sn(A, M) definiramo ureden par ordinala (RM (p),dM(p)) =
min{(RM(¢(T), dM (Z))) : ¢(T) € p(T)}, u odnosu na leksikografski ureday.

Primjenom leme 3.19 i propozicije 3.20 vidimo da je prethodni pojam
dobro definiran.

Lema 3.28. Neka je T w-stabilna teorija, M model od T i A C M. Nadalje,
neka je ¢(x) La-formula takva da je (RM(¢(x)), dM(¢(2))) = (a,d). Tada
postoji najvise jedan potpuni tip p(x) € Si(A, M), takav da je ¢ € p i
(RM(p),dM(p)) = (o, d).

Dokaz. Neka je p(x) € Si(A) takav tip. Primijetimo da za proizvoljne for-
mule ¢, vrijedi ¢ A € p, RM(p(x) Ap(x)) < RM(p(x)) 1 dM(p(x) A
P(x)) < dM(¢(x)). Ako je ¢(z) formula kao u pretpostavci leme, tada je
jasno da za svaku L4-formulu ¢(z) vrijedi : ¢(x) € p(z) ako i samo ako
je (RM(¢p(z) AN Y(x)),dM(¢p(z) A p(x))) = (a,d). Dakle p je jednoznaéno

odreden formulom ¢. O]

Lema 3.29. Neka je T' w-stabilna teorija, M model od T 1 A C M. Neka je
¢(x) La-formula takva da je (RM(p(x)), dM(d(x))) = (a,d), te (b; i < w)
niz medusobno razlicitih elemenata iz M. Definiramo p;(x) = tpa(b;/AU{b; :
j <i}). Neka vrijede sljedeée dvije tordnje :

(1) M = ¢[b], za svei < w, te

(17) (RM(p;),dM (p;)) = (o, d), za sve i < w.
Tada je (b; : i < w) nerazluciv niz nad A u M.

Dokaz. Indukcijom po n < w pokazujemo da vrijedi : tpaq(bo, ..., b,/ A) =
tpam(bigs - - -, bi, JA), za sve iy < ... < i,. Jasno je da iz toga slijedi nera-
zlucivost niza (b; 1 i < w).

Promotrimo slucaj n = 0. Neka je dakle ¢ < w proizvoljan. Oznacimo sa
p(x) = tpam(bi/A). Zbog pretpostvke (i) je ¢(x) € p(z), pa je jasno da vrijedi
(RM(p),dM(p)) < (a,d). S druge strane, ocito je p(z) C p;(x), pa zbog pret-
postvke (ii) vrijedi : (RM(p),dM(p)) > («,d). Dakle (RM(p),dM (p)) =
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(a,d). S druge strane, py = tpr(bo/A), pa je (RM(po),dM(po)) = (o, d).
Sada iz (i) slijedi ¢ € p, te ¢ € py. Prema prehodnoj lemi mora vrijediti
p = po, odnosno tpa(b;/A) = tpp(bo/A).

Pretpostavimo sada da je n > 0 i da tvrdnja vrijedi za sve k < n. Uzmimo
proizvoljne 75 < ... < 1, < w. Kao i u baznom koraku zakljucujemo da je za
tpm (b, JAU{biy, ..., b;,_,}) par (RM,dM) = (a,d), kao i za p,,. Koriste¢i
lemu 3.28, vidimo da za svaku L 4-formulu ¢ (z, yo, ..., yn_1) vrijedi :

(@) M = ¥(bp,bo,...,0h—1) & za formulu ¢(z) A (x, b, ..., b,—1) vrijedi
(RM,dM) = (a, d).

() M E (b, by, ..., bi,_,) < za formulu ¢(z) Ap(x, by, ..., b;,_,) vrijedi
(RM,dM) = («, d).

Prema pretpostavci indukcije je tpa(bo, - - ., bp_1/A) = tppm(big, - - -, bi,_, JA).
Koristedi razmatranja 3.15 do 3.17 dobivamo da su desne strane od (a) i
(b) ekvivalentne. Medutim, tada je prema (a) i (b) tpam(bo,...,bn/A) =
tprm(bigs - - -, bi, JA), Sto dokazuje lemu. O

I konacni zeljeni rezultat o nerazlu¢ivim nizovima :

Propozicija 3.30. Neka je teorija T w-stabilna. Nadalje, neka je M model
od T kardinalnosti k > w i A C M kardinalnosti strogo manje od k. Tada
M sadrzi beskonacan nerazluciv niz nad A.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je A beskonacan (konaé¢ni slucaj e trivi-
jalno slijediti). Neka je stoga A = card(A). Uo¢imo da formula z = z ima
(strogo) vise od A realizacija u M. Neka je ¢(z) Ly-formula koja ima vise
od A realizacija u M i za koju je (RM(¢(x)),dM (¢(z))) = (o, d) minimalan.
Dodajuéi, ukoliko je to potrebno, elemente skupu A, mozemo pretpostaviti
da je ¢(z) La-formula. Konstruirat ¢emo realizacije by, by, ... formule ¢(x)
u M, takve da je za tpp(bi/AU{by,...,bi—1}) par (RM,dM) = («, d).

Prvo konstruiramo zeljeni by. Pretpostavimo da za svaku realizaciju ¢ €
M od ¢(x) vrijedi (RM (tpm(c/A)), dM (tpam(c/A))) > (a,d). Neka je , za
svako ¢, 1.(z) La-formula koja svjedoCi tu ¢injenicu. Primijetimo da je
najvise A takvih formula. Medutim, postoji strogo vise od A elemenata ¢’ €
M s tim svojstvom, pa mora postojati strogo vise od A elemenata sa istim
(), sto je u kontradikeiji s odabirom («, d). Dakle Zeljeni by postoji.

Na analogan nacin dobivamo by, b, .... Prema prethodnoj lemi niz (b; :
i < w) je nerazluciv nad A. O
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3.3 Morleyev teorem

U ovom paragrafu dokzujemo Morleyev teorem. Sljede¢e propozicija, koja
¢e biti kljuéna za dokaz, govori nam da w-stabilne teorije imaju pozeljno
svojstvo nasljedivanja saturirnosti.

Propozicija 3.31. Neka je T potpuna prebrojiva teorija koja je w-stabilna.
Nadalje, neka postoji neprebrojiv kardinal x takav da je svaki model od T
kardinalnosti k saturiran. Tada je svaki neprebrojiv model od T saturiran.

Dokaz. Propoziciju dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Pretpostavimo
stoga da je A > w i da je M nesaturirani model od T kardinalnosti .
Tada postoji podskup A od M, kardinalnosti strogo manje od A i tip p(z) €
S1(A, M) koji nije realiziran u M. Neka je I = (a; : ¢ < w) C M nerazluciv
niz nad A Ciju egzistenciju jaméi prethodna propozicija. Primijetimo da ne
postoji formula ¢(z) s prametrima iz AU, koja je konzistentna s T i za koju
vrijedi M = Va(o(z) — ¥(z)), za sve ¢¥(x) € p(z). Naime, svaka realizacija
dane formule u M(zbog potpunosti svi su modeli elementarno ekvivalentni)
bi realizirala tip p(x). Dakle vrijedi :

(%) Za svaku konzistentnu formulu ¢(z) nad A U I postoji formula i (z) €
p(z), takva da je M = Jz(p(x) A —p(x)).

Neka je Ay prebrojiv podskup od A. Za svaku konzistentnu formulu ¢(z)
nad Ay U I odaberimo ¢4(x) € p(z) kao u (x). Kako je skup AgU I prebrojiv
postoji prebrojiv podskup A; od A, koji sadrzi Ay i takav da su sve 1,(z)
nad A;. Iterirajué¢i ovu konstrukciju dobivamo niz Ag C A; C Ay C ...,
prebrojivih podskupova od A. Neka je A’ unija tako dobivenih A; i neka
je p'(x) € S1(A’, M) skup svih formula iz p(z) u kojima se javljaju samo
konstantski simboli iz A’. Tada je A’ prebrojiv, I nerazluc¢iv nad A’ i vrijedi:
(%) Za svaku konzistentnu formulu ¢(x) nad A’ U I postoji formula ¢ (z) €
P (), takva da je M |= Jx(d(x) A —9(x)).

Prema lemi 3.6 postoji model (N, a)q4ear teorije Th(M, a).eca koji sadrzi
niz I' = (b; : i < k), takav da je I’ nerazluciv nad A’ u N i da za svako n
vrijedi tpar(bo, - - -, bn/A) = tpm(ao, - .., a,/A’). Prema 3.26 postoji elemen-
tarna podstruktura N od N koja sadrzi A’ U I’ i koja je konstruktibiln nad
A'UTI'. Uocimo da je N’ model od T (jer je model za Th(M,a).ca’) i da je
kardinalnosti  (zbog konstruktibilnosti).

Tuvrdnja : p'(x) nije reliziran u .

Pretpostavimo da p/(z) jest realiziran u N’ nekim elementom c. Prema
3.25 tip tpav(c/A" U I') je izoliran. Neka je é(x,b;,,...,b;,) formula koja
ga izolira, pri cemu je ¢(x,y1,...,Yyn) La-formula i ig < ... < i, < K.
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Tada za svaki ¢(x) € p/(z) vrijedi N7 | Va(p(z, by, ..., b)) — ¥(x)).
Nadalje iz nerazlucivosti niza (b; : ¢ < k) 1 svojstava modela N’ vrijedi
toar (bigy - -5 b5, JA") = tpm(ag, ... a,/A"). Tada svakako vrijedi i M |=
Va(o(x,ag,...,a,) — (), za sve ¥(x) € p/(x), sto je u kontradikciji s

Dakle N’ je model od T kardinalnosti s koji nije saturiran. O]

Uoc¢imo prije dokaza samog teorema da ”kategori¢nost cuva saturiranost”.
Naime, uzmimo da je neka teorija T' s-kategori¢na i neka su M i N dva
modela od T kardinalnosti k. Tvrdimo da je M saturiran ako i samo ako je
N saturiran. Uzmimo primjerice da je M saturiran i pretpostavimo da N
nije saturiran. Tada postoji potpuni n-tip p nad nekim podskupom B od N
koji nije realiziran u N. Koristeéi izomorfizam izmedu M i N zamjenimo
parametre u p kako bismo dobili potpuni n-tip nad nekim podskupom A od
M. Tada ¢e zbog saturiranosti tip p biti realiziran u M. Medutim, tada
postoji formula ¢(Z,7) u jeziku teorije T' za koju vrijedi M | ITH(Z,a) i ne
vrijedi N |= 37¢(T, b), gdje su @i b pripadni parametri iz skupova A odnosno
B. Medutim, kako su M i N izomorfne strukture to nije moguce.

I konac¢no, sam teorem :

Teorem 3.32 (Morley). Neka je T potpuna prebrojiva teorija koja je k-
kategoricna za neki k > w. Tada je T' A-kategoricna, za sve A > w.

Dokaz. Prema 3.12 imamo da je T' w-stabilna. Nadalje, iz korolara 3.22
znamo da postoji saturiran model od T kardinalnosti x. Kako je T k-
kategori¢na, to su svi modeli od T kardinalnosti s saturirani, pa je prema
prethodnoj propoziciji, za A > w, svaki model od T kardinalnosti A saturiran.
Kako su svaka dva modela potpune teorije elementarno ekvivalentna, to je
prema propoziciji 2.10 teorija T' A\-kategori¢na. [
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