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1. Uvod

Vecinu problema iz oblasti euklidske geometrije moguce je rjeSiti upotrebom tzv. sintetiCkih metoda.
Medutim, ponekad trazenje tog "elementarnog" rjeSenja predstavlja poteskocu i vrsnim poznavaocima
geometrije, tako da su se stolje¢ima razvijale razli¢ite nesinteticCke metode (analiticka geometrija,
kompleksni brojevi u geometriji, vektori), koje su olakSale rjeSavanje mnogih problema u ovom polju.
Afine transformacije se nalaze negdje izmedu sintetickih i nesintetickih metoda: ne pretvaraju
geometrijski problem u algebarski (kao Sto to ¢ine analiticke metode), ali su neodvojivo povezane sa
vektorima, vektorskim prostorima 1 koordinatnim sistemima. U ovom tekstu ¢emo pokuSati da
sistematicno iznesemo teoriju afinih transformacija u ravni, prilagodenu srednjoskolskom nivou, te da
kroz niz ilustrativnih primjera pokazemo njihovu primjenu pri rjeSavanju razlic¢itih geometrijskih
problema.

Transformaciju ravni nazivamo afinom ako predstavlja neprekidnu bijekciju koja svaku pravu
preslikava u pravu.

Pomenimo jos i da se svaka afina transformacija ravni moze predstaviti u obliku
X, V)—(ax+tby+e cx+dy+f

za neke realne konstante a, b, ¢, d, e, f (zbog bijektivnosti potreban je i uslov ad — bc # 0). Obicno se
transformacija prikazuje u formi matrice:

x| _fab | x| |e

z' cd y [
Vise o matri¢nim transformacijama ravni mozete saznati iz ¢lanka [BJ].
Sva izometrijska preslikavanja su afine transformacije. To je npr. o€ito za najpoznatije predstavnike
izometrijskih preslikavanja: translaciju, rotaciju, osnu i centralnu simetriju. Slijede¢ih pet teorema
predstavljaju teoretske osnove afinih transformacija. Napomenimo jos i to da su teoreme 2, 4 i 5 osnovno

"oruzje" u primjeni ove metode u planimetriji, Sto ¢ete u nastavku i vidjeti na primjerima.

Na ovom mjestu bilo bi korisno ponoviti osnovne ¢injenice o vektorskom prostoru V2, tj. o vektorskoj
ravni. Njezini elementi su vektori — klase medusobno ekvivalentnih orijentiranih duzina. Orijentirane
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duzine AB i CD su ekvivalentne (tj. predstavljaju isti vektor) ako duZine 4D i BC imaju isto poloviste.
Poznato je da iz svake tacke ravni moZemo "nanijeti" bilo koji vektor. Vektore sabiramo po "pravilu
trougla": 4B + BC = AC. Za vise informacija o vektorskoj algebri i teoriji vektorskih prostora, pogledati
[MM].

Afina transformacija ravni L na prirodan nacin prenosi se i na vektore: L(ﬁ) = L(A)L(B). Pokazimo
najprije da je ova definicija dobra, tj. da ne ovisi o izboru predstavnika vektora.

Lema 1. Neka su 4,, B, C,, D, slike tacaka 4, B, C, D, redom, preslikanih afinom transformacijom L.
Ako je AB =CD, tada je 4B, = C,D,.

Dokaz. Neka je AB=CD.U slu¢aju da tacke 4, B, C i D nisu kolinearne, ABCD je paralelogram. Kako se
paralelne prave slikaju u paralelne prave (Sto ¢emo dokazati u teoremi 2(c)), to je i 4,8,C,D, takoder

paralelogram, pa je 4,B, = C,D,. Ukoliko su tacke 4, B, C, D kolinearne, uzmimo tacke £ i F koje nisu
kolinearne sa njima tako da je EF =4B. Tadajed B, =EF,=CD, O

Teorema 1. Ako je L afina transformacija, tada vrijedi
(a) L(0)=0, . .
(b) L(d@+b)=L(a)+L(b) za proizvoljne vektore d , b iz V2,

(c) L(ka)=kL(a) za proizvoljan vektor a i realan broj k.

Dokaz. (a) L(0)=L(A4A)=L(A)L(A)=0.

(b) Neka je a= 4B i b= BC. Koristeéi definicije sabiranja vektora i djelovanja afine transformacije na
vektore dobijamo L(AB + BC) = L(AC ) = L(A)L(C) = L(A)L(B) + L(B)L(C) = L(AB ) + L( BC).

(c) Uzmimo prvo da je k cio broj. Tada za prirodno k vrijedi L(ka )= L(a+ ...+a)=L(a)+...+L

(d)=kL(a), a za negativno k dovoljno je u prethodnom izrazu iskoristiti ka = (—k)(—a). Sada, neka je
k=, racionalan broj; nL(ka)= L(nka)= L(ma)= mL(a), pa je L(ka)= (",)L(a)= kL(a).
Konacno, ako je k iracionalan broj, postoji niz k, racionalnih brojeva koji teze ka k (npr. niz decimalnih
aproksimacija broja k). Kako je L neprekidna funkcija, L(Kka ) = L( nl_l)rg kn_Zz )= nl_l)rg knL(_& Y=kL(a).o

Teorema 2. Afine transformacije ¢uvaju:

(a) kolinearnost tacaka,

(b) konkurentnost pravih,
(c) paralelnost pravih,

(d) omjer duZina na pravcu,
(e) omjer povrsina poligona.

Dokaz. (a) Slijedi direktno iz ¢injenice da se afinom transformacijom prava slika u pravu.

(b) Slijedi iz ¢injenice da se prava slika u pravu i da je u pitanju bijekcija, jer se tada slika tacke presjeka
pravih koje se preslikavaju nalazi u presjeku slika svake od tih pravih.

(c) Analogno dokazu (b), iz Cinjenice preslikavanja prave u pravu i bijektivnosti, slike pravih koje se ne
sijeku se takoder ne sijeku. -

(d) Neka je L afina transformacija i neka tacka C dijeli duz 4B u omjeru p : q. Pokazimo da tada i C' dijeli

duz A'B' u istom omjeru, pri ¢emu je L(4) = A', L(B)=B'1 L(C) = C'. Zbog teoreme 1, iz uslova qA_é =p
CB slijedi g4'C' = g L(AC ) = L(gAC) = L(p CB) = pL(CB) = pCB".
(e) Neka su a, i a, dvije okomite prave. PoSto afina transformacija ¢uva omjer duzina na paralelnim

pravima, duzine svih duzi paralelnih jednoj pravoj se mnoze istim koeficijentom. Oznacimo sa k, i k, ove
koeficijente za prave a, i a, redom, 1 neka je y ugao izmedu slika ovih pravih. PokaZzimo da data afina
transformacija mnozi povrSine svih poligona sak, gdje je k=k k,siny. Za pravougaonike stranica

paralelnih sa a, 1 a, 1 za pravougli trougao kateta paralelnih sa a, 1 a, tvrdenje ocito vrijedi. Bilo koji drugi
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trougao moze se dobiti isjecanjem nekoliko takvih pravouglih trouglova iz pravougaonika stranica
paralenih sa a, i a, (slika 1). Dakle, tvrdnja vaZi za svaki trougao, pa samim tim i za svaki poligon (jer je

svaki poligon moguce nepresjecajuc¢im dijagonalama izdjeliti na trouglove). o

Slika 1.

Na ovom myjestu vrijedi primjetiti da afine transformacije opéenito ne cuvaju udaljenost izmedu tacaka niti
uglove. To se jednostavno pokazuje na primjeru transformacije istezanja, definisane kao (x, y) — (cx, y)
za realnu konstantu ¢ # 0. Ovim ograni¢enjima je umnogome odreden i tip problema u kojima se efikasno
mogu primjeniti afine transformacije. Tako, zbog teoreme 2, vidljivo je da su ove transformacije izuzetno
korisne pri radu sa omjerima, kao duzinskim tako i povrSinskim (Sto ¢e se vidjeti na primjerima), te sa
konkurentnim i paralelnim pravima. S druge strane, zbog svojih ogranicenja, afine transformacije su
izuzetno neprakti¢ne u problemima u kojima se javljaju duzine duzi (bez omjera) i uglovi, pa samim tim
normale, koncikli¢ne tacke i sli¢no.

Teorema 3. Neka su zadane dvije tacke u ravni, O i O, i dvije baze vektorskog prostora V2, {e,, &,} i
{e',, e',}. Tada postoji jedinstvena afina transformacija koja preslikava Ou O'1 {?;, E;} u e’ e},

Dokaz. Definigimo preslikavanje L na slijede¢i na¢in. Neka je X proizvoljna tacka. Posto je { e, e, } baza
vektorskog prostora, onda postoje jedinstveni brojevi x, 1 x, takvi da je OX = xIE; + ngz} . Pridruzimo tacki
X tacku X'=L(X) takvu da je 0X'= X, e + xze_; . Kako je { E’;, E’; } takoder baza, konstruisano
preslikavanje je bijekcija (inverzno preshkavan]e se da konstruisati na sli¢an nacin), a pokazuje se i da je
neprekidno. Dokazimo sada da je slika bilo koje prave AB po preslikavanju L takoder prava, Neka je
A’=L(A) B’—L(B) 1 neka su (al, a,) i (b,, b,) koordinate tacaka A i B, redom, u bazi {e, ez} (tj
04 = + aze:,, OB=be = byey +b,e, ,€, ). Uzmimo pr01zvoljnu tacku Cna praVOJ AB. Kako vrijedi AC=FkAB
za neko k to je OC = OA+AC=OA +kAB=0A + k(OB — 04 ) = (1 — k)O4 + kOB = (1 — k)a, + kb,)
e, +((1 =ka,+ kbz)e,. Po definiciji preslikavanja L, za sliku C'= L(C) vrijedi 0C = ((1 =k)a, + kb))
e +((1-ka,+ kbz)e_; =(1-k0'4"+kOB'=0'A"+k(OB'-0'4")=(1— k)WJr kA'B' pa tacka C'

lezi na pravoj A'B'. Jedinstvenost preslikavanja L slijedi iz teoreme 1. Zaista, L( 5}() =x,L(e& ) +x,L

(&, ), dakle, slika tacke X jednozna¢no je odredena slikama vektora e, i e, i slikom tacke O. o

Teorema 4. Za data dva trougla ABC i A,B,C, postoji jedinstvena afina transformacija koja jedan
preslikava u drugi.

Dokaz. Dovoljno je u teoremi 3 uzeti O = 4, E: :ﬁ, Z;ZA_C}, O'=A4,,e,=4B,,e,=A4,C,. O

Iz teoreme 4 i teoreme 2(c) slijedi

Teorema 5. Za data dva paralelograma postoji jedinstvena afina transformacija koja jedan preslikava u
drugi.

2. Primjeri rijeSenih zadataka

Zahvaljujuéi teoremama 4 i 5, Cesto pri rjeSavanju problema u proizvoljnom trouglu mozemo problem
svesti na dokazivanje tvrdnje u jednakostrani¢nom trouglu, $to je ¢esto mnogo lakse. Sli¢no, paralelogram
je moguce (po potrebi) transformisati u kvadrat. Ponekad je, pak, prakti¢nije trougao zamijeniti
jednakokrakim trouglom, Sto ¢emo vidjeti na nekim od primjera $to slijede. Naravno, pri svakoj od
transformacija mora se paziti na zakonitosti iz teoreme 2 i ograni¢enja vezana za uglove i duzine.
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Na slijedec¢ih nekoliko primjera vidjecemo iz prve ruke afine transformacije "na djelu". Bice tu i relativno
lahkih i teskih problema (tu je i jedan prijedlog za IMO). Zadaci su izabrani tako da pokazu standardni
metod rjeSavanja planimetrijskih problema uz pomo¢ afinih transformacija i omogudée zainteresiranom
Citaocu da rijesi probleme za samostalan rad na kraju clanka, te da lahko prepozna mogu¢nost primjene
afinih transformacija u problemima sa kojim se bude u buducnosti susretao (na takmicenjima, u nastavi ili
istrazivackom radu).

Primjer 1. ([LJ]) Po dvije prave su povucene kroz svako tjeme trougla tako da naspramnu stranicu dijele
na tri jednaka dijela. Dokazite da se dijagonale koje spajaju naspramna tjemena Sestougla nastalog u
presjeku ovih pravih sijeku u jednoj tacki.

Rjesenje. U zadatku su ocito "u igri" samo omjeri na pravima i konkurentnost, osobine koje afina
tranformacija ¢uva (prema teoremi 2). U skladu sa teoremom 4, moZemo dati trougao transformisati u
jednakostrani¢ni i u njemu dokazati tvrdenje zadatka. Neka tacke 4,, 4,, B,, B,, C,, C, dijele stranice
jednakostrani¢nog trougla ABC na jednake dijelove i neka su 4', B', C' sredista stranica (slika 2). Kako su
prave BB, i CC,, te BB, i CC, simetri¢ne u odnosu na pravu AA4’, a simetri¢ne prave se sijeku na osi
simetrije, to se jedna dijagonala razmatranog Sestougla nalazi na 44" Sli¢no, preostale dijagonale se
nalaze na BB’ 1 CC'. Jasno je, dalje, da se teziSnice 44, BB', CC' sijeku u jednoj tacki, ¢ime je tvrdnja
dokazana.

Slika 2.

Primjer 2. ([VP]) Na stanicama 4B, BC, CD, DA paralelograma ABCD izabrane su redom tacke 4,, B,,
C,, D,, ana stranicama 4,B,, B,C,, C,D,, D A, Cetverougla 4 B,C,D, izabrane su redom tacke 4,, B,, C,,
D, tako da vrijedi

1

|44, _ |BB,| _ |ICC| _ |DD,| _ |4,D,| _ |D,C,| _ |C,B,| _ |B,A4,|
|BA,| |CB,| |DC,| |4AD,| |D\D,| |C,C,)| |B\B,| |44,

Dokazite da je 4,B,C,D, paralelogram Cije su stranice paralelne sa stranicama paralelograma ABCD.

Rjesenje. Prema teoremi 5, svaki paralelogram se mozZe afinom transformacijom transformisati u kvadrat.
Dovoljno je trougao ABC transformisati u jednakokrako-pravougli trougao i paralelogram ABCD postaje
kvadrat. PoSto su osnovni elementi u problemu omjeri duzina na pravoj i paralelne prave, to ovdje
mozemo primjeniti afine transformacije i uzeti u daljem razmatranju da je ABCD kvadrat.
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Slika 3.

Razmotrimo rotaciju za ugao od 90° oko sredista kvadrata ABCD koja ga preslikava u samog sebe. Ovom
rotacijom se 1 Cetverouglovi 4,B,C\D, 1 4,B,C,D, slikaju sami u sebe. Prema tome, i oni su kvadrati

pokazite to!) pa vrijedi |[44,| = |BB,|, |B,4,| = |4,D,| i dovoljno dokazati da je npr. AB || A,D,. Imamo:
1 1l 1814, ) 2

BB |44) B4, |4,D,

€BA = g T BA A A) A4

tg24 A,D,.

Iz toga slijedi AB || 4,D,, §to smo i htjeli pokazati.

Primjer 3. ([VP]) U trapezu ABCD osnovica AB i CD, kroz tacku D povuéena je prava paralelna sa
krakom BC, koja sijece dijagonalu AC u tacki P. Prava paralelna sa krakom 4D, povucena kroz tacku C,
sijeCe dijagonalu BD u tacki Q. Dokazite da je prava PQ paralelna sa osnovicama trapeza ABCD.

Rjesenje. Neka je E sjeciste dijagonala trapeza. Afina transformacija koja trougao ADE preslikava u
jednakokraki trougao preslikava trapez ABCD u jednakokraki trapez A'B'C'D’. Tada su tacke P'i Q'

simetri¢ne u odnosu na simetralu duzi A'B’, pa je P'Q" || A'B".

Primjer 4. ([IJ]) Neka je tacka T teziSte trougla ABC i neka su M, N, P tacke na stranicama 4B, BC, CA
trougla, redom, koje dijele ove stranice u istom omjeru (|[AM]: |[MB| = |BN| : [NC| = |CP| : |PA| = p: q).
Dokazite:

(a) T je teziSte trougla MNP,
(b) T je teziste trougla ¢ija su tjemena u presjeku pravih AN, BP i CM.

RjeSenje. (a) Afinom transformacijom preslikajmo trougao ABC u jednakostrani¢ni trougao 4'B'C’. Neka
su 1", M', N', P'slike ta¢aka T, M, N, P. Rotacijom za ugao od 120° oko tacke 7" trougao M'N'P' se slika u
samog sebe. Prema tome, to jednakostrani¢ni trougao, a 7" mu je teziSte, odnosno sjeciste teziSnica. Posto
se afinom transformacijom tezi$nica slika u teziSnicu, 7T je teZiSte trougla MNP.

(b) Na isti na¢in zaklju¢ujemo da je 7 teziSte i trougla nastalog u presjeku pravih AN, BP i CM.

Primjer 5. ([JS]) Za svaki skup S od pet tacaka u ravni od kojih nikoje tri nisu kolinearne, sa M(S) i m(S)
oznacene su najveca i najmanja povrsSina trouglova odredenih tackama iz S. Koja je najmanja moguca
vrijednost omjera M(S)/m(S)?

Rjesenje. Dokazimo da je najmanji moguéi omjer (1+V5)/2 i da se on postize ako se S sastoji od vrhova
pravilnog petougla. Oznac¢imo sa 4, B, C, D i E tacke skupa S i neka je P(AABC) = M(S). Neka je k =2M
(8)/(1 + N5). Sada trebamo pokazati da barem jedan od trouglova formiranih od tacaka iz skupa S ima
povrsinu manju ili jednaku k. Povucimo pravce B'C’, C'A" i A'B' kroz A, B, C paralelne sa BC, CA, AB
redom (slika 4).
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Slika 4.

Tacka D se mora nalaziti na istoj strani prave B'C’ kao i BC, inace bi vrijedilo P(ABCD) > P(AABC), §to
se protivi Cinjenici da je P(AABC) maksimalna. Sli¢no, D se nalazi sa iste strane C'4’ kao i CA4, te sa iste
strane A'B' kao 1 AB. Prema tome, D se nalazi ili unutar A4BC ili na jednoj od njegovih stranica. Sli¢no
zakljucujemo 1 za tacku E. Kako su trouglovi A'BC, B'CA, C'BA disjunktni (izuzimajuéi tacke 4, Bi1 C, u
kojima se tacke D i E ne mogu naci), u jednom od njih se ne nalazi ni D ni E. Bez umanjenja opcenitosti,
uzmimo da se tacke D i E nalaze u ¢etverouglu B'CBC".

Afine transformacije Cuvaju omjer povrSina trouglova; zato mozemo transformisati A4BC u trougao
uglova 36°, 72°, 72° §to ¢e nam omoguciti da odaberemo tacke P i Q tako da je APBCQ pravilan

petougao. Posto je AB || CQ i AB || A'B’, tatka Q se nalazi na pravcu B'C. Analogno, P se nalazi na BC'.

Slika 5.
Sada razmotrimo dva slucaja, u zavisnosti da li se tacke D i E nalaze unutar ili van petougla APBCQ.

1. Tacka D se nalazi u petouglu. Ako se nalazi u A4ABP, tada je P(AABD) < P(AABP) = k. Sli¢no vrijedi i
ako se D nalazi u AACQ. Ako se pak nalazi u AABC, tad je povrSina bar jednog od trouglova A4BD,
ABCD, ACAD manja ili jednaka od P(A4BC)/3 < k. Sli¢no zakljucujemo i za tacku E.

2. Tacke D 1 E se nalaze u AAPC' ili AAQB'. Ako se obje nalaze u istom trouglu, tada je P(AADE) < P
(AAPC') < k. Ako se nalaze u razlicitim trouglovima, na primjer D u AAPC’'1 E u AAQB’, tada je P(AADE)

= (|4D) - |AE|/2) sinzDAE < (|AP[*/2) sinzPAQ = P(APAQ) = k.

Analizom navedenih primjera mogli ste vidjeti uobicajene ideje, metode i tehnike vezane za rad sa afinim
transformacijama, ali i primjere nestandardnih ideja koje zahtjevaju izvjesnu dozu imaginacije i
kreativnosti. Ideje iz ovih primjera pokusajte iskoristiti u zadacima za samostalan rad koji se nalaze na
kraju teksta. Neki od njih se daju rijesiti standardnim putem, no neki ¢e zahtjevati od rjeSavaca nove ideje.
Neka vas ne obeshrabri pocetni neuspjeh u nekim od zadataka. Probajte opet, posmatrajte, razmisljajte,
analizirajte!

3. Zadaci za samostalan rad

Zadatak 1. ([VP]) Na stranicama 4B, BC i CD paralelograma ABCD su izabrane tacke K, L i M redom,
tako da dijele stranice u istom omjeru. Neka su b, ¢ i d prave koje prolaze tackama B, C i D i paralelne su
sa KL, KM, ML redom. Dokazite da se prave b, c i d sijeku u jednoj tacki.
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Zadatak 2. ([VP]) Na stranicama 4B, BC i AC trougla ABC se nalaze tacke M, N'i P redom. DokaZzite:

(a) Ako su tatke M|, N, i P, centralno simetri¢ne tatkama M, N i P u odnosu na srediSta odgovarajucih
stranica, tada je P(AMNP) = P(AM|NP,)

(b) Ako se tatke M,, N, i P, nalaze na stranicama AC, B4 i CB redom, tako da je MM, || BC, NN, || CA,
PP, || 4B, tada je P(AMNP) = P(AM,N,P,).

Zadatak 3. ([KK]) Neka su X, Y, Z tacke na stranicama BC, CA, AB, redom, trougla ABC za koje vazi
|BX| /| XC|=|CY|/|YA |=|AZ| | |ZB| = k, za zadanu konstantu k > 1. Pronadite odnos povrsina trougla ¢ija
se tjemena nalaze u presjeku duzi AX, BY i CZ i trougla ABC (kao funkciju od k).

Zadatak 4. ([ML], Albanija 2004.) Odrediti omjer povr§ine osmougla koji se nalazi u presjeku pravih
povucenih iz tjemena paralelograma do sredista naspramnih stranica s povrsinom tog paralelograma.

Zadatak 5. ([MR], Svedska 1996.) Kroz tat¢ku u unutra$njosti trougla povrsine T povudene su prave
paralelne stranicama trougla, koje ga dijele na tri trougla i tri paralelograma. Neka su 7', T, T povrSine

dobijenih trouglova. DokaZite da je NT=AT Tt T 5+ \T 3

Zadatak 6. ([DJ], prijedlog za IMO 1995.) Neka je O tacka u unutrasnjosti konveksnog cetverougla
ABCD, ¢ija je povrsina S i neka su K, L, M i N tacke na stranicama AB, BC, CD i DA, redom. Ako su
OKBL i OMDN nparalelogrami, dokazati da je VS > \E} + \/35, gdje su S, 1 S, redom povrine

cetverouglova ONAK i OLCM.

Slijedeci zadatak naveden je pogresno u [KK] i [MR]. Ovdje je dat ispravljen tekst.

Zadatak 7. Neka je ABCDE konveksan petougao i neka je F=BC N DE, G=CD N EA, H=DE N 4B,
I=EA N BC,J=AB N DC. Ukoliko je P(AAHI) = P(ABLJ) = P(ACJF) = P(ADFG) = P(AEGH), dokazite
da se prave AF, BG, CH, DI, EJ sijeku u jednoj tacki.
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