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Jednostavna linearna regresija

Pretpostavljamo da za svaku od n jedinki u uzorku imamo dva numericka
podatka. Tada se podaci daju reprezentirati kao niz parova numerickih
varijabli

(xiyyi)a 1= 1,...,TL.
Primjer
U jednoj studiji prikupljeni su podaci o biljkama kupusa. Za svaku od 60

biljaka izmjerena je veli¢ina glavice u kilogramima (x;) i sadrzaj vitamina C
(u nepoznatim jedinicama) (v;).
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Scatterplot jasno ukazuje da dvije varijable nisu nezavisne.



Sjetite se definicije koeficijenta korelacije za dvije sl. varijable X i Y kao

corn(X,v) = YY) BI(X - EX)(Y — EY)

OxO0y OxO0y

Ako cov(X,Y) = 0, slijedi corr(X,Y) = 0, u tom slu€aju kaZemo da su
X 1Y nekorelirane. Npr. nezavisne sl. varijable su uvijek nekorelirane, no
obrnuto ne vrijedi.

Broj corr(X,Y) je uvijek izmedju -1 i 1, $to je bliZi granicama tog intervala
linearna veza izmedju sl. varijabli X i Y je jaca.



Kako mi imamo samo podatke i ne znamo pravu (teorijsku) razdiobu para
sl. varijabli (X,Y), mi moZemo izralunati samo procjenu za koeficijent
korelacije. Nju zovemo korelacija sl. uzorka i ratunamo kao

i i (@ = 2) (Y — y)

SxSy

)

uz uobitajene oznake. Tako je npr.

varijanca uzorka x,...,x,.



Kod kupusa su npr
T =2.093, y=57.95, sx =0.8823825, sy = 10.11866
a korelacija uzorka iznosi

r = —0.659892.



U modeliranju zavisnosti izmedju varijabli najjednostavnije je prepostaviti
da postoji linearna veza izmedju njih, tj.

y; = a+ bx; .

Takvu vezu zovemo deterministickom, a svi bi podaci u tom slucaju lezali
to¢no na pravcu koji opisuje gornja jednadzba. Zbog raznih izvora varijabil-
nosti kod stvarno prikupljneih podataka, prihvatljivije je uvesti vjerojatnosni
model za podatke

Y; =a -+ bQZ’Z + Ei,

gdje ¢; predstavlja slu¢ajnu pogresku.



Pitanje je kako bismo nagli optimalne koeficijente pravca kroz tolke po-

dataka, recimo a i b. Najéesce koristena metoda minimizira tzv. sumu
kvadrata ostataka (eng. residual sum of squares—RSS ili sum of squares for

error-SSE)

SSE = Z(yz —(a+ [;CUz))2 = Z(yz — g;).
i—1 i=1

A

Ova metoda za pronalaZenje optimalnih koeficijenata a i b naziva se
metoda najmanjih kvadrata.

Napomena Termina regresija uveo je F. Galton, a R. Boskovi¢ je predloZio
minimizirati sumu apsolutnih pogresaka ) |y; — ¥;|, no tada optimalne a i
b nije lako nadi.



Ispostavlja se da je optimalni koeficijent b zapravo

P i (@i — 53)(”9_2' —9) 5

Y

n 2
D i (@i — @) SX
dok je
Veli¢ine )
QZ:&+bIZ, 7;:1,...,77/
zovemo procjenama za vrijednosti y;, a
Yi — Y, ’L:l,...,n,

nazivamo ostacima.
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Procjenjeni koeficijenti za podatke o kupusu su a = 77.57 i b= —7.57.



Naravno nas interesira i neizvjesnost u procjeni ovih parametara ili ¢ak
statisti¢ki test. Ako Zelimo npr. napraviti interval pouzdanosti (1 —«a)100%
za parametar b to mozemo uciniti ako vrijede dodatni (Gauss-Markovljevi)

uvjeti na slucajne greske ¢;
oi) E(e;) =0zasvei
e ii) var(g;) = 0? < 00 za sve i

e iii) cov(e;, ;) =0 za sve i # j



Pod ovim prepostavkama (1—a)100%-tni interval pouzdanosti za parametar
b je
S

. . S
(b — taa(n — Q)SX, b+ ta(n — Q)S_X) ;

gdje su




Ako Zelimo testirati sljedece dvije hipoteze
Hy:b=0 nasuprot Hy:b+#0,
uz nivo znadajnosti o > 0 testna statistika je

S

T
a kriti¢no podrugje je
Co =R\ (~tojaln — 2),toyaln — 2)).

Dakle, koristimo Studentovu t-razdiobu s n — 2 stupnja slobode.



Ako nam je potreban i (1 — «)100%-tni interval pouzdanosti za vrijednost
Y kada znamo vrijednost kontrolirane varijable x = x(, on se moZe dobiti
kao

. 1 _ 72
&+b$0ita/2<n—2>8\/1+_+u
n Sy



Ponekad se u softverskim paketima regresijska analiza provodi koristeéi tzv.
ANOVA (analysis of variance) tablice. U njima se varijabilnost podataka y;
razlaZe na razne komponente.

n

ukupna varijabilnost Sy = Z(yz - 7)

1= 1

varijabilnost zbog regresije SSR = Z

varijabilnost zbog greske SSE = Z




U primjeru s vrstama kupusa za test H, : b = 0 dobijemo testnu statistiku
T = —6.69, a broj stupnjeva slobode je 58. Tako da je T' € Cyo5, ai p
vrijednost zanemarivo mala. Dakle odbacili bismo nul-hipotezu na nivou
a = 0.05.

Napomena Ako imamo viSe od dvije numeri¢ke varijable tada moZemo
napraviti regresiju jedne od njih na sve ostale, takav model se naziva
viSestruka regresija (multiple regression).



Jednofaktorska analiza varijance

Ponekad o svakoj jedinki u uzorku, osim jednog numeri¢kog opaZanja,
imamo i jedno kvalitativno koje indicira pripadnost jedinke nekoj od kat-
egorija ili vrsti tretmana pod kojim je izvréeno opaZanje. Prva je dakle
varijabla numeri¢ka, a drugu u ovom kontekstu nazivamo faktorom:.

Analiza ovakvih podataka ovisi o samom dizajnu pokusa. Dizajn eksper-
imenta je izuzetno vaZan korak svakog istraZivanja. IstraZiva se mora
odluditi koje faktore Zeli prouavati, ali i kako ¢e dodjeljivati razli¢ite
pokusne jedinke razli¢itim fakorima. Vrijednosti faktora su dakle razne
vrste tretmana kojima podvrgavamo jedinke u pokusu, a ono 3to Zelimo
tipi¢no utvrditi je: postoji li zavisnost izmedju vrste tretmana i numericke
varijable.



Umjesto da usporedjujemo razli¢ite tretmane u parovima (npr. ¢-testovima)
olito je efikasnije usporediti ih sve odjednom. Ako uzorke skupljamo u
svakoj od k kategorija ili populacija (tj. za svaki tretman) na slu¢ajan i
nezavisan nadin govorimo o potpuno randomiziranom dizajnu.

Sve podatke sada dijelimo na k uzoraka ovisno o nivou faktora tj. wvrsti
tretmana

331,17 L12y. - 7x1,n17
L21y X225+« 5 L2 ny;
xk,h xk,Q? s 7x1,nk7

gdje je n = ny + ng + - - - + ny ukupan broj jedinki u pokusu.



Za svaki od k& uzoraka moZemo izradunati aritmeti¢ku sredinu

1 T
Ty = —(Tin + Tig + -+ Tip,) = —Zj_l o
n; n;

odn. varijancu

i=1,... k.



Ukupna aritmeti¢ka sredina podataka je
€r = E Z Z Ljj-
=1 j=1

Ako postoji zavisnost izmedju faktora i numeritke varijable za o&ekivati je
da se aritmeticke sredine raznih uzoraka bitno razlikuju, no nije apriori jasno
kako odrediti ono $to bismo zvali bitnim razlikama.



U tu svrhu provodimo analizu varijance (analysis of variance-~ANOVA)
razlaZu¢i varijabilnost u podacima. Definiramo sumu kvadrata u odn. na
tretman (sum of squares for treatments) kao

k
i=1

te sumu kvadrata pogre$aka (sum of squares for error)

k n;
SSE = ZZ(:U” — ;)%

i=1 j=1



Na osnovu ovih veli¢ina definiramo i srednjekvadratna odstupanja:

e MST (mean square for tretments)

SST
MST = 22-
S E—1
e MSE (mean square for error)
MSE — SSE
n—k

Ako se znadajan dio varijabilnosti da objasniti razli¢itim tretmanima tada
otekujemo da je M ST znadajno veca od MSFE.



Vjerojatnosni model za podatke moZemo napisati na sljedeci nadin
X@’,j:,u_{‘ﬂi—kgi’j, 1= 1,...,k, jzl,...,ni,

gdje je pu ukupno olekivanje za numeri¢ku varijablu, [3; predstavlja efekt

i-tog tretmana, a ¢;; su nezavisne greSke za koje pretpostavljamo da sve
imaju N (0, o) razdiobu.



Ako Zelimo utvrditi imaju li tretmani efekta na numeri¢ku varijablu mozemo
testirati

Hy: 6i=0=--=03,=0

nasuprot alternative da je bar neka od f3; razli¢ita od 0.

Uz naSe prepostavke testna statistika
_ MST
- MSE

pod hipotezom H, ima Fisherovu razdiobu s (k—1,n—k) stupnjeva slobode
ili krace F'(k — 1,n — k) razdiobu.

F



Na nivou znadajnosti o > 0 odbacujemo nul-hipotezu ako je
F>F,(k—1,n—k),

tj. ako je F' veca od (1 — a)-kvantila odgovarajue F razdiobe.



Cijeli ralun se tipi¢no izvodi koristeci tzv. ANOVA tablice koje imaju sljededi

oblik

izvor varijabilnosti | st. slob. | suma kvad. | sredjekv. ods. F’ stat.
tretman | k — 1 SST MST MST/MSE
greska | n —k SSE MSFE
ukupno| n —1 SS s%

Ovdje je SS jednostavna suma kvadrata (sum of squares) tj.

SS = ZZx” = (n—1)s%

=1 j=1



Uodite da vrijedi

SS =S55T+ SSE.

Postoje i mnoge druge ANOVA verzije. No postavlja se i pitanje ako je
metoda izvedena pod prepostavkom da su greske normalno distribuirane
koliko je ona robusna na odstupanja od ove prepostavke, Ispostavlja se da
je ANOVA nazalost osjetljiva na slu¢aj nejednakih varijanci, no taj je efekt
mali u slu¢aju jednako velikih uzoraka za razne faktore (p. 574. McClave

et al).
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