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Predgovor

Ovo je nastavni materijal za kolegij ”Matematika” namijenjen studentima preddiplomskog
studija biologije, smjer ”Molekularna biologija”. Kolegij se izvodi u ljetnom semestru
1. godine studija sa satnicom 3 + 2.

Cilj kolegija je upoznati studente s osnovnim metodama matematicke analize i linearne
algebre i njihovim primjenama u biologiji.

Organizacija i sadrzaj izlozenog materijala su u u funkciji nastave. Materijal je podi-
jeljen u 14 cjelina koje bi trebale biti izloZzene u 14 trosatnih predavanja tokom 14 tjedana
u semestru. Svaka cjelina zavrSava kolekcijom pratecih zadataka koji ¢e predstavljati
domace zadace (i ujedno biti osnova materijala za vjezbe).

U izlaganju se svjesno odstupa od matematicke rigoroznosti gdje god se to ¢inilo prik-
ladnim. Neki su tezi i formalniji dokazi i izostavljeni. (Neki od tih izostavljenih dokaza
su uvrsteni u rubriku "Komentari i napomene” koja na kraju pojedinih poglavlja donosi
dodatne opaske uz osnovni tok izlaganja.) S druge strane, dobar dio standardnih dokaza je
prezentiran u punoj preciznosti. Ideja je da studenti svladaju potrebne tehnike efikasno, ali
svjesni uloge formalnih dokaza, a osobito potrebe za provjerom svih pretpostavki teorema
koje koristimo u konkretnim primjenama.

Primjeri i zadaci su birani s ciljem da se ilustrira i istakne vaznost primjene matematickih
metoda u modeliranju i rjeSavanju konkretnih problema u biologiji.

Zahvaljujem se doc. dr. Ljiljani Arambasi¢ na pomnom ¢itanju izvornog teksta i broj-
nim korisnim primjedbama i sugestijama.
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 1

1 Realni brojevi, nizovi, funkcije

1.1 Skup realnih brojeva. Nizovi. Diskretni modeli rasta

Skup realnih brojeva R se vizualizira kao brojevni pravac. Njegovi najvazniji podskupovi
su skupovi prirodnih (N), cijelih (Z) i racionalnih brojeva (Q).
Vazno je primijetiti da u R ima i iracionalnih brojeva.

Primjer 1.1 v/2 ¢ Q.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da je v/2 racionalan broj. To znaéi da postoje
prirodni brojevi a i b takvi da je v/2 = %- Smijemo pretpostaviti da su brojevi a i
b relativno prosti (tj. da je razlomak § u potpunosti skracen). Sada je a’? = 2b%, §to
pokazuje da je a nuzno paran broj; dakle, oblika a = 2k, za neki k € N. Slijedi 2b% = 4k?,
tj. b> = 2k? odakle zaklju¢ujemo da je i b paran broj. To je kontradikcija s pretpostavkom
da su a i b relativno prosti. O

Na skupu R imamo operacije + i - te relaciju uredaja < (< je izvedena relacija). Ako
za broj a € R vrijedi a > 0 kazemo da je a pozitivan.
Fundamentalna svojstva skupa R se zovu aksiomi polja realnih brojeva:

Al) 2+ (y+2) = (z+y) + 2, Va,y, 2, € R;

A2) 4+ 0=2x, Vx € R;

>

3) Vx € R 3 — 2z € R tako da je x + (—z) = 0;

>

4) z2+y=y+z Vr,y €R;

=

5) z(yz) = (zy)z, Vo,y,2 € R;

=

6) 1-x ==z, Vzr €R;

=

7) Vr € R\ {0} 32! € R tako da je zo~! = 1;

> >

9) x(y+2) =xy+ a2z, Vr,y,z € R;

ako jez <y iy < xondajex=y;

akojer <yiy < zondajez < z;

zaz,y € Rilijex <yilijey < ux;

ako jex <yondaje, VzeR, z+ 2 < y+ z;

ako je 0 <z 10 < y onda je 0 < zy;

svaki odozgo omeden skup A C R ima supremum.

)
)
)
)
)
)
)
8) xy =yx, V,y € R;
)
)
)
)
)
)
)
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 2

Prije nego podrobnije objasnimo smisao posljednjeg, petnaestog aksioma, navedimo
neka osnovna zapazanja o operacijama zbrajanja i mnozenja, uredajnoj relaciji <, i prvih
14 aksioma.

Napomena 1.2 (a) Brojevi —z i 27! zovu se aditivni, odnosno multiplikativni inverz

broja . Oduzimanje i dijeljenje nisu nove, zasebne operacije na skupu R; radi se naprosto
o operiranju s aditivnim ili multiplikativnim inverzom. Dogovorom umjesto = + (—y)
pisemo x — y i kazemo da smo od z oduzeli y. Slicno, umjesto xy~! pisemo % i govorimo
da z dijelimo s y. Sad aksiom A7 objasnjava zaSto, zapravo, ne smijemo ”dijeliti s nulom”.

(b) Iz navedenih 15 aksioma izvode se sva ostala ra¢unska pravila poput, primjerice,
xz(y — z) = zy — zz. U drugu ruku, moze se dokazati da su navedeni aksiomi medusobno
nezavisni. To znaci da se niti jedan od njih ne moze izvesti iz preostalih 14.

(c) Aksiom A2 kazuje da je realni broj 0 neutralan za operaciju zbrajanja. Analogno,
aksiom A6 kaze da je broj 1 neutralan za operaciju mnozenja. Lako se moze vidjeti da
su brojevi 0 i 1 jedini realni brojevi s tim svojstvima. Zaista; pretpostavimo da i realan
broj z ima svojstvo neutralnosti za zbrajanje, tj. da vrijedi z 4+ 2z = z, Vo € R. Tada
bi slijedilo z + 0 = z (jer 0 je neutralna) i, istovremeno, z + 0 = 0 (jer z je neutralan).
Usporedbom ova dva rezultata izlazi z = 0. Sli¢no se vidi i da je 1 jedini realan broj sa
svojstvom neutralnosti za mnozenje.

(d) Iz navedenih 15 aksioma izvodi se kompletna teorija funkcija realne varijable. Svi
dokazi svih teorema koje ¢emo susresti pocivaju (u krajnjoj konzekvenci) na ovih 15 ak-
sioma.

Primjer 1.3 Navedimo, kao ilustraciju tvrdnje iz (b) dijela prethodne napomene, dokaz
sljedece ¢injenice: ako za realne brojeve a, b vrijedi a < b onda je —b < —a.

Iz a < b primjenom A13 najprije dobivamo a+ (—a) < b+ (—a) $to prema A3 mozemo
pisati kao 0 < b+ (—a). Sad opet koristenjem A13 dobivamo —b < (b+ (—a)) + (—b). Na
kraju, kombiniranim koristenjem A1, A2, A3, A4 (pokusajte precizno posloziti preostalu
argumentaciju), izlazi —b < —a.

U vezi s relacijom uredaja definiraju se sljedeé¢i vazni skupovi:

za a < b, otvoreni interval (a,b) = {z € R:a <z < b},

za a < b, zatvoreni interval (segment) [a,b] = {z € R:a <z < b},

za a < b, poluzatvoreni intervali (a,b] = {z e R:a <z <b}ifa,b)={zeR:a<
x < b}.

Poseban slucaj predstavljaju, za a € R, beskonacni intervali (a,00) = {x € R:a < x}
i (—o0,a) = {zr € R : z < a}. Poluzatvoreni intervali [a,00) i (—o0,a] definiraju se
analogno.

Napomenimo da simboli co i —oo ne predstavljaju realne brojeve. ”Beskonaéno”,
dakle, nije realan broj. Ovi nam simboli samo sluze da prakti¢no zapisujemo neogranicene
intervale. (Uostalom, i ¢itav skup R se u tom duhu moze zapisati kao (—o00,00).) Osim
toga, kad budemo proucavali limese, vidjet ¢e se da se neke situacije mogu spretno
zabiljeziti upotrebom ovih simbola.

Posvetimo se sada objasnjenju aksioma A15. Za to nam trebaju jos neki pojmovi.
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 3

Definicija 1.4 KaZemo da je neprazan skup A C R omeden odozdo (odozgo) ako postoji
bar jedan d € R (g € R) takav da vrijedi d < a, Va € A (a < g,Va € A). Svaki takav broj
d (g) se naziva donja (gornja) meda skupa A.

Ponekad se umjesto atributa omeden upotrebljava i ogranicen, dok se umjesto meda
cesto kaZe i ograda ili granica.

Ocito, za a,b € R, a < b, otvoreni, zatvoreni i poluzatvoreni intervali s granicama a i
b su omedeni i odozdo i odozgo. Primijetimo da je broj a donja meda i intervala (a,b) i
segmenta [a,b], pri ¢emu u prvom primjeru a nije element skupa (a,b). Nadalje, i svaki
realan broj manji od a je donja meda obaju intervala.

Vidimo, dakle, da donja meda promatranog skupa moze i ne mora biti element tog
skupa. Osim toga, donja meda nije jedinstven realan broj. U stvari, jasno je: ¢im je skup
omeden odozdo, postoji beskonaéno mnogo njegovih donjih meda. Analogna je situacija
s gornjim medama odozgo omedenih skupova.

Nadalje, skup ne mora nuzno biti ograni¢en niti s jedne strane. Npr, skup N nije
ograni¢en odozgo, a skup Z nije ogranicen niti s jedne strane.

Definicija 1.5 Neka je A C R odozgo omeden skup. Broj s € R se naziva supremum
skupa A (oznaka: s = sup A) ako vrijedi:

1. a<s,Vac A,

2.VreR, x<s,da€ Atd r<a.

Napomena 1.6 (a) Primijetimo da gornji uvjet 2 zapravo znaci: ako je broj  manji od
s, tada x nije gornja meda skupa A. Dakle, uvjeti 1 i 2, opisno izreceni, glase:

1. s je gornja meda skupa A,

2. s je najmanja gornja meda skupa A.

(b) Definicija infimuma odozdo omedenih skupova je analogna: kaze se da je broj t
infimum odozdo omedenog skupa B i piSe t = inf B, ako je t najve¢a donja meda skupa
B. (Pokusajte ovu definiciju napisati eksplicitno u obliku u kojem je napisana definicija
1.5.)

(c) Lako je ustanoviti da svaki skup moze imati najvise jedan supremum. Drugim
rije¢ima, supremum je, ako uopée postoji, jedinstven. Isto je s infimumom. No nejasno
je u momentu postoje li supremum i infimum svakog skupa. Evidentno, skup koji nije
odozgo omeden nema supremuma. Zato pitanje treba suziti samo na odozgo omedene
skupove. Pokazuje se, medutim, da nema apriornog razloga za postojanje supremuma.
Drugim rije¢ima, pretpostavimo li samo prvih 14 aksioma skupa R, nema nacina da se
iz njih dokaze kako svaki odozgo ogranicen skup ima supremum. Ta se ¢injenica mora
aksiomatski zadati - i to je upravo smisao aksioma A15!

(d) Sada, kad je aksiomom A1l5 zajamceno postojanje supremuma svakog odozgo
omedenog skupa, lako se dokazuje da svaki odozdo omeden skup ima infimum. (Upu-
ta: uzmimo da je skup B odozdo omeden. Uvjerite se da je skup —B = {—xz : x € B}
omeden odozgo. Prema A15, postoji s = sup(—B). Provjerite da je tada broj —s trazeni
infimum skupa B.)
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 4

Primjer 1.7 Vrijedi sup(0,1) = 1, sup{z € R: 2% <2} = V2, te inf{1 : n e N} = 0.

Provjerimo zadnju tvrdnju. Prvo, skup { % : n € N} je o¢ito odozdo omeden, pa prema
posljednjem dijelu prethodne napomene njegov infimum postoji. Dalje, 0 je o¢ito donja
meda tog skupa. Preostaje pokazati da je 0 njegova najveca donja meda. Drugim rije¢ima,
treba provjeriti da niti jedan broj z > 0 ne moze biti donja meda promatranog skupa.
Uzmimo suprotno; neka postoji broj x > 0 takav da je x < %, Vn € N. Odavde odmah
slijedi da je n < %, V¥n € N; drugim rije¢ima da je skup N odozgo omeden. Kontradikcija!
O

Za kraj ovih uvodnih razmatranja podsjetimo se jo§ i pojma apsolutne vrijednosti.

Definira se
| = z, akojex >0
| —z, akojex <0

Primijetimo da je uvijek z < |z|. Lako se takoder pokazuje da za sve x,y € R vrijedi
tzv. nejednakost trokuta: |z + y| < |z| + |y|.

Vazna je ¢injenica da za brojeve x i y izraz |x — y| predstavlja njihovu udaljenost na
realnom pravcu. Pomoéu pojma apsolutne vrijednosti mozemo izraziti jesu li, i koliko,
tocke (brojevi) x i y daleke ili bliske.

Definicija 1.8 Swvako preslikavanje f : N — R zove se niz realnih brojeva.

Uoc¢imo najprije da se zaista radi o onome §to intuitivno shva¢amo pod pojmom niza.
Funkciju f predo¢ujemo tako da redom ispiSemo njezine vrijednosti: f(1), f(2), f(3),...
Ukoliko jos dogovorom pisemo f(n) = f,, zaista smo dobili niz u obliku kako smo ga i
inace navikli pisati: fi, fo, f3,...

Na primjer, ako zadamo preslikavanje a : N — R formulom a(n) = %, rijeC je o nizu
13,5,

Na sli¢an na¢in moze se napisati nekoliko pocetnih ¢lanova niza ¢iji je opéi ¢lan a(n) =
a, dan formulom a, = m: %, %, %, .
Opcenito, kad budemo govorili o nekom apstraktnom nizu, pisat ¢emo (a,) pri ¢emu

an oznacava opéi, n-ti ¢lan promatranog niza.

Definicija 1.9 KazZemo da je niz (a,) ogranicen odozdo (odozgo) ako je skup svih njegovih
¢lanova {a, : n € N} ograni¢en odozdo (odozgo).

Kazemo da je niz (ayn) rastuéi (padajuéi) ako vrijedi an < apt1,Vn € N (a, >
ant1, Vn € N). U oba slu¢aja kazemo da se radi o monotonom nizu.

Prethodno navedeni primjeri predstavljaju monotone i ogranicene (s obje strane) ni-
zove. Niz ¢iji je opéi ¢lan dan s a, = n je rastudi, ali neograni¢en. Niz a,, = (—1)" je
ogranicen ali nije monoton (dakle, niti raste, niti pada).

Nizovi (tj. njihovi ¢lanovi) se mogu ponasati kaoti¢no ili pak mogu teziti nekoj odredenoj

vrijednosti. U ovom drugom slucaju reéi éemo da niz konvergira.

© DB 2009/10.



1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 5

Prije nego formalno definiramo konvergenciju, istaknimo da se ne smije brkati ” pravil-
nost” s konvergencijom. Primjerice, niz 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,... je vrlo "pravilan”, ali
o¢ito njegovi ¢lanovi neograni¢eno rastu - taj niz ne tezi niti k jednom realnom broju.
”Pravilnost” u nekom nizu obi¢no se oglada u ¢injenici da takav niz znamo zapisati opéom
formulom; dok je niz 1,3,17,12, %,4, ... "tudan” (pa ne mozemo naslutiti neku formulu
kojom bi bio zadan njegov opéi ¢lan), za niz 1,—4,9, —16,25, —36, ... nasluéujemo da je
njegov opéi, n-ti ¢lan dan formulom a, = (—1)"*'n2. No, ni taj niz neée konvergirati.

Definicija 1.10 KaZe se da je realan broj a limes niza (ay) i piSe se a = lim a,, ako
n—oo

vrijeds:

Ve >0 dng € N takav dan > ng = |a, —al < e.
Ako limes niza postoji kaZemo da je niz konvergentan ili da konvergira. U protivnom
kazemo da je niz divergentan ili da divergira.

Smisao definicije je sljedeéi: niz (a,) konvergira prema limesu a ako se ¢lanovi niza sve
viSe i viSe priblizavaju broju a. Broj e je mjera te blizine. Relacija |a, — a| < & zapravo
znaci da su ¢lanovi niza a, udaljeni od limesa a za manje od €. U tom smislu definicija
trazi: ma kako malen bio ¢ (tj. ma kako usku okolini (a — &, a+¢) oko broja a promatralil,
postojat ¢e mjesto u nizu (Clan niza s indeksom ng) nakon kojega ¢e svi ¢lanovi niza upasti
u tu promatranu okolinu.

Istaknimo jo$ i to da je limes niza, ako postoji, realan broj. Vidjet ¢emo u primjerima
da neki nizovi neogranic¢eno rastu - rekli bismo, teze u beskonacnost. No, kao §to oo nije
realan broj, tako ni te nizove ne smatramo konvergentnima.

Primjer 1.11 Razmotrimo konvergenciju niza (a,) ¢iji opéi ¢lan je dan formulom:
2
(a) a, = %, (b) an =a,a € R, (c) a, = ”TH, (d) a, = { nL’ Zizgz?an )

U prvom primjeru tvrdimo da je niz konvergentan te da mu je limes 0. Zaista, zadajmo
proizvoljan broj € > 0. Sad smo duzni na¢i mjesto u nizu, tj. indeks ng takav da vrijedi
lap, — 0] < &, ¥n > ng. Odredimo broj ng kao prirodan broj takav da je % < ng; takav
ng sigurno postoji jer skup N nije odozgo omeden. Ako je sada ng < n, pogotovo vrijedi
1 <n. Odavde imamo 1 < ¢, a to mozemo pisati kao |1 — 0 < e.

U primjeru (b) radi se o konstantnom (stacionarnom) nizu koji evidentno konvergira
k limesu a.

Lako se vidi da je niz u primjeru (c) takoder konvergentan te da mu je limes broj 1.

Konaé¢no, kad ispisemo prvih nekoliko ¢lanova niza u primjeru (d), lako uvidamo da
ovaj niz divergira. Smisao definicije limesa je u tome da se ¢lanovi niza, idemo li sve ”dalje
i dalje”, stabiliziraju oko tocke koja predstavlja limes. U ovom nizu o¢ito nije tako. Niz
je jednim svojim dijelom stacioniran u jedinici (svi njegovi neparni ¢lanovi iznose 1), dok
druga polovica ¢lanova upravo bjezi od jedinice (parni ¢lanovi niza neograniceno rastu).

Ponekad nije sasvim lagano utvrditi konvergenciju promatranog niza. Sljedeéa dva
teorema su vrlo korisna u mnogim slucajevima.

!Primijetite da tocke = za koje vrijedi |z — a| < € upravo &ine interval (a — €, a + ¢).
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 6

Teorem 1.12 Svaki monoton i ogranicen niz konvergira. Ako je niz (ayn) ogranicen i
rastuci (padajuéi) onda je h_)m an = a, gdje je a supremum (infimum) skupa {ay : n € N}.
n—oo

Dokaz: Neka niz (a,) raste. Uzmimo proizvoljan € > 0. Pogledajmo broj a — . Po
definiciji supremuma taj broj viSe nije gornja meda skupa {a, : n € N} pa zato postoji
¢lan toga skupa, recimo ay,, takav da je a — e < ap, < a. Za n > ng pogotovo imamo
a—¢e < ap, <ay, <a. Drugim rije¢ima: n > ng = |a — a,| < €.

Za padajuce nizove dokaz ide sasvim analogno. O

Primjer 1.13 (a) Niz (a,), a, = =1, otito raste (jer vrijedi (n—1)(n+1) < n?, Vn € N).
Kako je skup {”Tfl : n € N} odozgo omeden i kako mu supremum iznosi 1 (provjerite!),

—1
primjenom prethodnog teorema zaklju¢ujemo da je lim [
n—oo
(b) Neka je 0 < a < 1. Primjenom prethodnog teorema takoder odmah slijedi da je
lim o™ = 0.
n—oo

Ovdje je sada prikladno uvesti sljede¢u konvenciju: kad god pisemo lim a, = a po-
n—oo
drazumijevat ¢emo da pritom mislimo: niz (a,) je konvergentan i njegov limes iznosi a.
Ovaj dogovor presutno ¢emo koristiti u nastavku.

Teorem 1.14 Neka vrijedi lim a, = a i lim b, = b. Tada je:
n—oo n—oo

1. lim (a, +by) =a+b;

n—o0

2. lim (ap, — by) = a—b;

n—o0

3. lim (an, -by) =a-b;

n—oo
4. za proizvoljan ¢ € R, lim ca, = ca;
n— oo

5. ako je b # 0, lim &2 = &
n—o0 by, b
Dokaz: Sve se tvrdnje dokazuju izravnom primjenom definicije konvergencije niza. Doka-
zimo, ilustracije radi, prvu tvrdnju. Odaberimo proizvoljan € > 0. Prema pretpostavci,
promatrajuéi broj %5, mozemo naéi n; takav da n > n; = |a, —a| < %6 i no takav da
n>mny = |b, — b < 3e.

Neka je ng = max{ni,ns}. Sada za sve n > ng ocito vrijedi |(a, + b,) — (a + b)| <

lan —al + b, — b < e+ ie = O
Primjer 1.15 (a) Tim 1 — Jim 2~ L(tim 2)(lim 1) — 2
rimier 115 (2) o0, —onr = 052~ 3L ) =2

(b) Uzmimo a € R, 0 < a < 1, i definirajmo s, = 1 +a+a?+...+a" !, n € N. Kako

. l—an o o : 1
je s, = 7%, iz prethodnog teorema i primjera 1.13(b) zakljucujemo lim s, = .
n—00 1—a
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 7

o0
Obiéno se lim s, zapisuje kao Z a" (i naziva geometrijski red s kvocijentom a); zato se
n—oo
n=0
dobiveni rezultat cesto zapisuje u obliku

> 1
n __
7;)61 T 1-—a’

Vel i iz intuitivne interpretacije definicije je jasno da je limes niza, ukoliko postoji,
jedinstven. Dokazimo to sada egzaktno.

Teorem 1.16 Limes konvergentnog niza je jedinstven.

Dokaz: Pretpostavimo da niz (a,) ima dva razli¢ita limesa a i b. Zbog a # b imamo
la —b| > 0. Za broj € = 3|a — b| sada mozemo naci n; takav dan > ny = |a, —a| < e i
ny takav da n > ng = |a, — b| < ¢.

Neka je ng = max{ni,n2} i n > ng. Tada je n > n; i n > ng pa vrijedi |a — b| =
|(a—an)+ (an —b)| < |an —al+ |a, —b| < 2 = |a— b|. Dobili smo, dakle, da za pozitivan
broj |a — b| vrijedi |a — b| < |a — b| $to je kontradikcija. O

Napomena 1.17 Ponekad niz moze biti zadan na nacin da je svaki njegov ¢lan zadan
pomocu prethodnog. Ovakav postupak zove se rekurzivno zadavanje niza. Primjer: neka
jear=2ia, = % + %an,l, n € N. Ovdje imamo as = %, as = 1—; itd.

Kod rekurzivno zadanih nizova nije uvijek lako utvrditi jesu li konvergentni i (ako jesu)
nac¢i im limes.

Promotrimo ponovo prethodni primjer i u momentu pretpostavimo da navedeni niz
konvergira (inace, moze se pokazati da je zaista tako?). Uvedimo sada novi niz (b,)
formulom b, = a,y1. Jasno je da je tada i ovaj niz konvergentan te da ima isti limes a
(jer zapravo je rije¢ o istom nizu, do na pocetni ¢lan a;). Kako je b, = % + %an, prva i
cetvrta tvrdnja teorema 1.14 sada povlace a = % + %a, odakle je a = %

Sliéno se moze postupiti kod svih rekurzivno zadanih nizova, no istaknimo ponovo da
je pritom nuzno unaprijed utvrditi da promatrani niz konvergira.

Primjer 1.18 Pretpostavimo da promatramo populaciju bakterija koje se raspolavljaju
(od jedne nastaju dvije) svakih 20 minuta. Zamislimo da na startu eksperimenta, u
trenutku ¢ = 0, imamo By bakterija. Zelimo prouciti kako broj bakterija raste s protokom
vremena.

Definirajmo vremensku jedinicu u iznosu od 20 minuta. Nakon isteka jedne vremenske
jedinice, u trenutku t = 1, imat éemo B; = 2By bakterija. U ¢asu ¢t = 2 imat ¢emo
By = 2B; = 4By bakterija i, opéenito, u trenutku t = n, n € N, imat ¢emo B,, = 2" By
bakterija.

Ovakav model rasta naziva se eksponencijalni rast. Primijetimo da za dobiveni niz
(By) imamo rekurzivnu relaciju By4+1 = 2B,

2 - . 1s L . T . _ 3 2\n—1 . .
Npr., moze se vidjeti da je op¢i ¢lan ovog niza dan formulom a, = 5 + 5(3) , a iz ovog zapisa

konvergenciju lako utvrdujemo primjenom teorema 1.12 i 1.14.
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 8

Naravno, prethodni primjer nije realistican. Niti jedna populacija se ne §iri neogra-
ni¢eno, bez interakcije s okolinom. Kako broj jedinki raste, tako medu njima nastaje i
kompeticija u potrazi za hranom i ostalim potrebnim resursima.

Primjer 1.19 Uzmimo sada opcéenitije da od jedne jedinke po isteku jedne vremenske
jedinice nastane njih R, R > 1. Ako smo, dakle, na pocetku imali By jedinki, broj jedinki

By u trenutku t = 1 iznosi By = RBy. Vrijedi £ = £ < 1.
Ako bismo postupili kao u prethodnom primjeru i ako opet oznacimo s By, broj jedinki

u trenutku ¢t = n, imali bismo B, = RB,, odnosno BBL = %, vn € N. Ovdje ¢emo,

medutim, pretpostaviti da se prirast populacije smanjuje, tj. da vrijednost razlomka %ﬁrl
raste sve dok ne dostigne vrijednost 1 (dakle, do tocke u kojoj vise nema daljnjeg rasta
promatrane populacije). Recimo da rast prestaje u trenutku ¢ = m kad B,, dostigne
teorijski ili prakticni maksimum koji iznosi B,, = Bz = K.

U ovom modelu omjer B ovisan je o B,. Pretpostavimo, jednostavnosti radi, da

je ta veza linearna: BB" = aB, + 8, n € N. Koeficijente a i § odredit ¢emo iz rubnih
By _ 1

uvjeta koje smo ranije postavili: 5 = 4 i, zbog By, = Bypq1 = K, %711 =1

n+1

Uvrstimo prvi uvjet u jednakost g—? = aBy + . Pretpostavimo sada, dodatno, da
je Bo = 1. (Ovo zapravo znaci kako pretpostavljamo da nasa razmatranja nisu ovisna o
pocetnom broju jedinki By pa model mozemo istraziti uzevsi da je By = 1). Dobivamo
% = o+ f. Drugi uvjet daje 1 = aK + 5. Odavde lako izlazi o = %E ip= %% pa

K—1
.o v By _ 1K-R | 1R-1
slijedi Bo = RE-1 T 7 =1 Bn, odnosno,

(K — 1)RB,
(K-R)+(R—1)B,

Bn+1 ==

Tako smo i ovdje niz (B,) opisali rekurzivno. Izvedena formula predstavlja varijantu
tzv. Beverton-Holtove regrutacijske krivulje. Originalna Beverton-Holtova rekurzija glasi

RB,

SR 1
B, W

Bn+1

Uocimo da se ova jednadzba dobiva iz prethodne tako da K — 1 zamijenimo s K (Sto
naprosto znac¢i da smo teorijski maksimum promatrane populacije umjesto s K oznacili s
K +1) i procijenimo da je razlomak % priblizno jednak 1 (Sto ima smisla; npr u modelu
razmnozavanja raspolavljanjem imamo R = 2, dok je teorijski maksimum populacije K
vrlo velik).

Inace, u ovom se modelu konstanta R naziva parametar rasta, a K kapacitet.

Na kraju, primijetimo da iz prirode na§ih razmatranja slijedi kako dobivena rekur-
zija (1) opisuje samo prvih n + 1 ¢lanova niza (B,,). Nakon §to promatrana populacija
dosegne svoj maksimum, rast se zaustavlja i (uz pretpostavku da svi ostali uvjeti ostanu
nepromijenjeni) imamo B,, = B,, = K za sve daljnje ¢lanove niza, tj. Vn > m.
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1. Realni brojevi, nizovi, funkcije 9

Zadaci: 1. domacdéa zadacéa

1. Neka je 0 < x < y. Pokazite da postoji n € N takav da vrijedi nz > y. Uputa: skup
N nije odozgo omeden.

2. Dokazite: Vz,y € R, x < y, Ir € Q takav da je x < r < y. Ovu ¢injenicu obi¢no
izricemo tako da kazemo da je skup racionalnih brojeva Q gust u R. Uputa: iskoris-
tite tvrdnju prethodnog zadatka tako da nadete n € N sa svojstvom n(y — x) > 2.

3. Dokazite: Vz,y € R,z < y Jv € Q takav da je z < v < y. (Ovo pokazuje da je
i skup iracionalnih brojeva gust u R.) Uputa: ako je to¢no jedan od brojeva x i y
iracionalan, onda im je i aritmeticka sredina iracionalan broj. Ako je pak ‘T—;y € Q,

odabere se v oblika v = xQﬂ + % za dovoljno velik n € N.

=

. Rijesite nejednadzbu |3 — 2z| < 1.

t

. Rijesite nejednadzbu |5 — 1| < 1.

(@)

. Rijesite sistem nejednadzbi z < 22 — 12 < 4x.

).

1
7. Odredite, ako postoji, lim ( n_o_nt
n—oo n + 1 n

n?—2n+6
5n?2 ’
9. Promotrimo model rasta (B, opet neka oznacava broj jedinki u promatranoj popu-
laciji u trenutku ¢ = n) opisan tzv. diskretnom logistickom jednadzbom (rekurzijom)

B,
Bny1 = Bp(1+ R(1 — f))»

pri cemu su R i K pozitivne konstante koje se i ovdje nazivaju parametar rasta i
kapacitet. Pokazite: ako se uvede C,, = ﬁBn, n € N, onda vrijedi Cp41 =
(1+R)C,(1—CYy).

8. Odredite, ako postoji, lim
n—oo

10. (Fibonaccijev niz) Postoje i drugi modeli rasta opisani slozenijim rekurzijama. Evo
jedne drugog reda.

Pretpostavimo da na pocetku, u trenutku ¢ = 0, imamo 1 par novorodenih zeceva.
Neka Z,, oznacava broj parova novorodenih zeceva u trenutku n, pri ¢emu vrijeme
mjerimo u mjesecima. Dakle, Zy = 1. Nakon jednog mjeseca dobijemo, kao potomke,
jos jedan par. Dakle, Z; = 1. Svaki od dva postojeca para po isteku jos jednog
mjeseca dobije kao potomke jo§ po jedan par; dakle, Zo = 2. Nakon jo$ jednog
mjeseca prvi par vise nema potomaka, dok preostala 3 dobiju po jedan novi par;
dakle, Z3 = 3. Sad se razmnozavanje nastavi po istom pravilu: svaki novorodeni
par nakon jednog mjeseca dobije 1 par potomaka, nakon jos jednog mjeseca joS
1 par potomaka, a zatim se prestane dalje razmnozavati. Imamo, dakle, Zy =
1,21 = 1,2y = 2,723 = 3,Z4 = 5,75 = 8§,.... Dobili smo tzv. Fibonaccijev niz
1,1,2,3,5,8,13,21,... koji je opisan rekurzijom

Zn+1 =Zn+ Zn-1.
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o .. . Z,+1 _ Zn—1 > : _ Z +1 3 — 1
Uoc¢imo da vrijedi g—n = 1+g—n. Ozna¢imo li C 11 = gn , imamo Ch41 = 1+C—n.
Moze se pokazati da niz C, opisan ovom rekurzijom konvergira. Uzimajuéi to u

: : Lo 1++5 : :
obzir, pokazite da vrijedi lim C), = 7 Broj 1+T\/5 se zove zlatni rez.

n—oo

11. (Zlatni rez) Dan je papirnati pravokutnik sa stranicama a,b, a > b. Izrezemo li s

jednog njegovog kraja kvadrat stranice b, preostat ¢e nam novi, manji pravokutnik

sa stranicama b,a — b. Dokazite: ako je § = ﬁ, onda je a = 1+—2‘/gb.

12. Napisite eksplicitno Beverton-Holtovu rekurziju (1) ako je R = 3, K = 120.

13. Napisite diskretnu logisticku rekurziju u izvornom obliku i u obliku Cj,; = (1 +
R)Cy(1—-C)) ako je R=11 K = 20.

14. TIspisite prvih 10 ¢lanova niza C,, danog rekurzijom C,; = (1 + R)C,(1 — C),) ako
je R=11i0C =0.18.

© DB 2009/10.
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1.2 Pojam funkcije. Elementarne funkcije

Definicija 1.20 Neka su A i B neprazni skupovi. Funkcija ili preslikavanje f : A — B
je pravilo (zakon) koje svakom elementu x € A pridruZuje jedinstveno odreden element
f(a) € B.

Pritom se skup A zove domena, a B kodomena funkcije f. Element f(x) € B se naziva
slika elementa x € A ili funkcijska vrijednost od f u tocki x.

Istaknimo: da bi f bila funkcija, treba biti propisana vrijednost f(z) za sve elemente
x iz domene. Funkcija, dakle, ne moze biti zadana djelomi¢no, samo na nekim elementima
domene. Takoder, slika f(z) je jednozna¢no odreden element kodomene. Niti jedan x ne
moze funkcija f preslikavati u vise slika. To, medutim, ne prije¢i da se viSe elemenata
domene preslikava u jedan te isti element kodomene. Pritom, niti sva kodomena ne treba
biti ”potrosena”; moze biti elemenata u skupu B u koje se nije preslikao niti jedan element
skupa A. S tim u vezi, za funkciju f : A — B definiramo podruéje vrijednosti f(A) kao
podskup kodomene f(A) = {f(z) : x € A}. Podrucje vrijednosti je, dakle, skup svih onih
elemenata kodomene koji su ”pogodeni” funkcijom f, koji su slike elemenata domene.

Funkcije mozemo zadavati tako da njihovo djelovanje eksplicitno ispisemo (ako je do-
mena konacan skup) ili pak tako da napisemo pravilo (formulu) po kojoj ée funkcija
preslikavati elemente domene u elemente kodomene.

z [1]2]3
() ‘ a ‘ b ‘ a

U ovom primjeru podruéje vrijednosti funkcije f je skup {a, b}.

(b) Sjetimo se da je svaki niz, prema definiciji, zapravo preslikavanje a : N — R.
Clanovi niza ay, as, as, . .. su zapravo funkcijske vrijednosti a(1),a(2), a(3),.. ..

(c) f:R—=R, f(z) = ax + b, pri ¢emu su a i b konstante, naziva se linearna funkcija.
Primijetimo da se u formuli kojom se funkcija zadaje mogu pojavljivati razni simboli.
Jedan i samo jedan od njih (u ovom slu¢aju z) rezerviran je za oznaku proizvoljnog
elementa domene funkcije f i ta se veli¢ina onda naziva varijabla. Svi ostali simboli koji
se pojavljuju u definiciji pojedine funkcije tretiraju se kao konstantne veli¢ine. Izbor
oznaka za varijablu i konstante koje se u definiciji funkcije pojavljuju je irelevantan.

(d) f:R =R, f(z) = 2%, se naziva kvadratna parabola.

Primjer 1.21 (a) f:{1,2,3} — {a,b,c,d}, 7

Definicija 1.22 Funkcije f i g su jednake ako imaju istu domenu, istu kodomenu i ako
vrigedi f(x) = g(x) za svaki x iz njihove zajednicke domene.

Primjer 1.23 Pogledajmo zajedno s funkcijom f : R — R, f(z) = z? iz prethodnog
primjera i funkciju g : R — {z € R : 2 > 0}, g(x) = 2%, kaoi h : (0,1) = R, h(z) =
x2. Tako sve tri navedene funkcije djeluju po istom zakonu, nikoje dvije od njih, prema

prethodnoj definiciji, nisu jednake.
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Definicija 1.24 Neka je f : A — B ig: B — C. Kompozicija funkcija g i f je nova
funkcija go f : A — C definirana formulom (go f)(x) = g(f(x)).

Cesto umjesto g o f jednostavnije pisemo samo gf.

Uoc¢imo da se funkcije mogu komponirati jedino onda kad se domena vanjske funkcije
g podudara s kodomenom unutrasnje funkcije f. To znaci da postojanje kompozicije g f
uopée ne jaméi da ¢e i kompozicija fg biti definirana.

U posebnim slucajevima kad imamo u igri samo jedan skup, recimo A, i funkcije
f:A—> Aig:A— A, definirane su obje kompozicije gf i fg. No ¢ak ni tada opcenito
ne vrijedi fg = gf.

Za primjer pogledajmo funkcije f : R - R, f(z) =2z1g: R — R, g(x) = =+ 1.
Ovdje je (fg)(z) = f(9(x)) = fz +1) =22+ 2, a (gf)(z) = 9(f(z)) = g(22) = 22 + 1.

Pri proucavanju funkcija prirodno je promatrati i djelovanje funkcije u obratnom smje-
ru. Preciznije, Zeljeli bismo promatrati inverzno djelovanje f(x) — x. Je li to funkcija?
Za odgovor na ovo pitanje oc¢ito su relevantni sljede¢i pojmovi.

Definicija 1.25 Funkcija f : A — B se naziva

o injekcija, ako v,y € A,z #y = f(x) # F(y);
o surjekcija, ako za svaki b € B postoji x € A takav da je f(x) =b;

o bijekcija, ako je injekcija i surjekcija.

Primjer 1.26 (a) Promotrimo funkcije iz primjera 1.23. Funkcija f niti je injekcija, niti
surjekcija. Funkcija g nije injekcija, ali je surjekcija, dok za funkciju h vrijedi upravo
obratno: h je injekcija, ali nije surjekcija.

Ovo pokazuje da je definicija jednakosti dviju funkcija smislena, tj. da je zaista oprav-
dano ove tri funkcije smatrati razli¢itima

(b) Identi¢no preslikavanje id : A — A, id(z) = z, je bijekcija (ma §to bio skup A).

(c¢) Linearna funkcija f : R — R, f(z) = ax + b, pri ¢emu su a # 0 i b konstante, je
bijekcija.

Promotrimo sada proizvoljnu funkciju f i pokusajmo konstituirati novu funkciju koja
bi djelovala inverzno, tako da se element f(x) preslika u z. Sjetimo li se definicije funkcije,
jasno je da to mozemo uéiniti jedino ako je polazna funkcija f bijekcija. (Obrazlozite!)

Definicija 1.27 Neka je f : A — B bijekcija. Inverzna funkcija f~' : B — A definira se
formulom f=1(b) = x, pri emu je x € A onaj jedinstveni element skupa A za kojeg vrijedi

flx)=0b.
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Primjer 1.28 (a) Oznac¢imo RT = {x € R : z > 0} i pogledajmo funkciju f : RT —
RT, f(z) = 2%. Ocito, f je bijekcija i inverzna funkcija f~! : Rt — R* definirana je
formulom f~!(x) = \/z.
(b) Za a # 0 linearna funkcija f : R — R je bijekcija i inverzna funkcija f~!: R — R
1 b

definirana je formulom f~!(z) = 1z — 2.

Teorem 1.29 (1) Ako je f : A — B bijekcija onda je i inverzna funkcija f~' : B — A
bijekcija te vrijedi f~1f = ida, ff~' = idg.
(2) Kompozicija dviju injekcija (surjekcija, bijekcija) je injekcija (surjekcija, bijekcija).
(3) Ako je kompozicija gf injekcija onda je i f injekcija. Ako je kompozicija gf
surjekcija onda je i g surjekcija.

Dokaz: Sve tvrdnje su elementarne i dokazuju se neposrednim pozivanjem na odgo-
varajuce definicije. O

U daljnjem ¢emo se baviti isklju¢ivo realnim funkcijama realne varijable. To su takve
funkcije f : A — B za koje je A, B C R. Uobicajeno je takve funkcije predocavati graficki
u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Sve vrijednosti elemenata domene z € A
nanosimo na z-os, a odgovarajuée funkcijske vrijednosti f(z) na y-os. Sad kazemo da graf
funkcije f ¢ine sve tocke ravnine s koordinatama oblika (z, f(x)), x € A.

U proucavanju realnih funkcija realne varijable korisne su sljedeée opaske.

Napomena 1.30 (a) Svaka tocka xzop € A za koju vrijedi f(z¢) = 0 naziva se nul-tocka
funkcije f. Uo¢imo da upravo u tim tockama xg graf funkcije f presijeca z-os.

(b) Ako vrijedi z1,29 € A, 21 < 22 = f(x1) < f(x2) kazemo da je funkcija rastuca.
Analogno, ako vrijedi z1,29 € A, x1 < x9 = f(z1) > f(z2) kaze se da je funkcija
padajuca.

Graf rastuce (padajuce) funkcije je rastuca (padajuca) krivulja, gledajuéi s lijeva na
desno.

Uocimo da je svaka rastuca funkcija, kao i svaka padajuca funkcija, injekcija.

Linearna funkcija f(x) = ax + b je rastuéa ako je a > 0, dok je za a < 0 padajuca.

Opcenito, rijetko ¢e se dogoditi da funkcija raste ili pada na ¢itavoj svojoj domeni.
Zato ¢e biti korisno odrediti one podskupove domene na kojoj je dana funkcija rastuca ili
padajuéa. Na primjer, funkcija f : R — R, f(z) = 22, je padajuéa na skupu (—oo,0] i
rastuca na skupu [0, 00).

(c) Kaze se da je funkcija f : R — R parna ako vrijedi f(—z) = f(x), Vz € R. Ako
pak za sve z € R vrijedi f(—x) = —f(z), kazemo da je f neparna funkcija. Analogno se
definira pojam parne i neparne funkcije u sluc¢aju kad je funkcija definirana na proizvoljnom
simetri¢nom intervalu (—a,a), a € R. Na primjer, funkcija f(z) = 22 je parna, dok je
f(x) = 23 neparna. I ovdje treba imati na umu da veéina funkcija (poput, na primjer,
f(x) = 2% + z) nije ni parna ni neparna.

Graf parne funkcije je osno simetri¢an s obzirom na y-os. Graf neparne funkcije je
centralno simetrican s obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava.
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(d) Pretpostavimo da poznajemo graf funkcije f : A — B te da je funkcija g : A — B
definirana s g(x) = f(x) + ¢, gdje je ¢ neka odabrana konstanta. Tada se graf funkcije g
dobiva podizanjem, odnosno spustanjem grafa funkcije f za |c|, ovisno o tome je li ¢ > 0
ili ¢ < 0.

Ako je pak funkcija h definirana pomoc¢u f formulom h(z) = f(x + k) onda se graf
funkcije h dobiva pomicanjem grafa funkcije f za |k| ulijevo ili udesno, ovisno o tome je li
k>0ili k<0.

U nizu sljedeéih primjera iznijet ¢emo pregled najvaznijih elementarnih funkcija. Pritom
¢emo u svim navedenim slucajevima funkcije promatrati na njihovim prirodnim dome-
nama. Pod prirodnom domenom podrazumijevamo najveé¢i podskup skupa R na ko-
jem je pravilo kojim je odredena funkcija definirana smisleno. Za kodomenu ¢emo u
nacelu uzimati ¢itav skup R, iako je uvijek korisno odrediti stvarno podruéje vrijednosti
{f(x) : z € A} svake funkcije f: A — R.

Primjer 1.31 Polinomi.

Polinom je svaka funkcija f : R — R oblika f(2) = a,a" + ap_12" ' + ... + a1z + ap
pri ¢emu je n € N, ag,a1,...,a, € Ria, # 0. U ovom slucaju kazemo da je f polinom
n-tog stupnja.

Ako je n = 1 imamo linearnu funkciju ¢iji graf je pravac. Za n = 2 imamo funkciju
f(x) = asz? + ayz + agp &iji graf je parabola.

Primjer 1.32 Racionalne funkcije.

Svaka funkcija oblika f(z) = %, gdje su p i ¢ polinomi, naziva se racionalna funkcija.

Prirodna domena racionalne funkcije f(z) = % je skup {z € R : ¢q(z) # 0}. Najjedno-

stavniji i najvazniji primjer je hiperbola f: R\ {0} — R, f(z) = +.

T

Graf funkcije f(z) = 1

Racionalne funkcije se ¢esto prirodno pojavljuju u primjenama. Za ilustraciju promot-
rimo sljedeéi primjer.

Primjer 1.33 U prethodnim primjerima modela rasta populacije nismo uzimali u obzir
utjecaj vanjskih faktora.

Zamislimo sada model rasta populacije u kojem broj jedinki u populaciji bitno ovisi
o prisutnosti odredenog, vitalno vaznog izvora prehrane. U slu¢aju odsustva tog izvora
prehrane rasta nema, dok se u zasi¢enom sluc¢aju (kad je taj izvor neograni¢eno dostupan)
rast stabilizira na najvisSem moguéem nivou. Brzina rasta r(x) je funkcija varijable z
pri ¢emu z oznacava dostupnu koli¢inu promatranog izvora hrane mjerenu u prikladnim
jedinicama.

Jedan poznati model ovakve vrste je tzv. Monodova funkcija rasta r(z) = 25, x > 0,
gdje su a, k > 0 konstante. Uo¢imo da je 7(0) =0, 0 < r(z) < a za sve z > 01 (u ovom
trenutku samo intuitivno) da r(z) tezi prema a kada x tezi u beskonaéno.

Funkcije ovakvog tipa koriste se i u biokemiji gdje se nazivaju Michaelis-Menten funkcije.
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Primjer 1.34 Potencije.
Polinomi oblika f(x) = 2™, n € N, su posebni slucajevi potencija. Potencije f(z) = =
mozemo definirati i za bilo koji racionalni eksponent r.

Prvo, po definiciji uzimamo da je 2° = 1, pa sluléaj r = 0 nije zanimljiv.

Zar =", gdje je m,n € N, definira se 2" = (xm )". Pritom, ako je m neparan, T =

®/x je dobro definirana funkcija na ¢itavom skupu R (jer je to u stvari inverzna funkcija

T

bijekcije g : R — R, g(z) = ™). Ako je m paran rm = ®/x je dobro definirana funkcija
samo na skupu RTU{0} kao inverzna funkcija bijekcije g : RTU{0} — RTU{0}, g(z) = z™.

Na ovaj na¢in imamo definiranu funkciju f(z) = 2" za svaki pozitivan racionalan broj
r. Kona¢no, ako je r € QQ negativan, po definiciji stavljamo x" = x—fr

Konacno, preostaje definirati z¥ ako je eksponent y iracionalan. Za definiciju izraza x¥
za iracionalan eksponent y koristi se tvrdnja 1. zadatka iz 1. domacée zadacée. Iracionalan
broj y se aproksimira racionalnim brojem r te se vrijednost z¥ priblizno odredi kao z". U
stvari, ako je z > 11 y iracionalan, definira se z¥ kao supremum skupa {z" : r € Q,r < y}.
Pokazuje se da je ova definicija dobra te da je konzistentna s definicijom izraza z¥ za
racionalne eksponente y. Detalje ovdje izostavljamo, no potrebno je zabiljeziti da vrijedi
2¥a® = 2¥* i (2Y)* = 1Y% za sve 1,y, 2 za koje su navedeni izrazi definirani.

Primjer 1.35 Eksponencijalna funkcija.
Neka je a > 0, a # 1. Vidjeli smo da izraz a® ima smisla za svaki realan broj z.
Ekponencijalna funkcija s bazom a je funkcija f : R — R definirana s f(x) = a”.
Najcesée su u upotrebi baze a = 2, a = 10 1 a = e = 2,718... (iracionalan broj koji
¢emo kasnije definirati preciznije). Broj e se naziva prirodna eksponencijalna baza i Cesto
se umjesto e piSe expx. Pokazat ¢emo neSto kasnije da je ova prirodna baza e zaista
najbolji i najprirodniji izbor za bazu eksponencijalne funkcije.

Graf ekponencijalne funkcije f(z) = e”

Ponasanje eksponencijalne funkcije bitno ovisi o tome je i @ > 1ili je a < 1. Za
a > 1 funkcija f(x) = a” je rastuca, dok je za a < 1 funkcija f(z) = a” padajuéa. U oba
slucaja podruéje vrijednosti je skup pozitivnih realnih brojeva R*. Dakle, f : R — RT
je bijekcija, te ¢e, za sve a > 0, a # 1, postojati inverzna funkcija log, : Rt — R koja se
naziva logaritam s bazom a. Logaritam s bazom e se naziva prirodni logaritam i oznacava
oznakom In.

Primjer 1.36 U proucavanju jednostavnog modela rasta imali smo rekurziju B, 11 = 2B,
iz koje ocito slijedi B,, = 2" By, Vn € N. Naravno, ovdje se ne moramo ogranic¢iti na cijeli
broj vremenskih jedinica pa, pisuéi B, kao B(n)ionda B, kao B(z), imamo B(z) = 2% By,
x > 0.

Vidimo, dakle, da je ovaj model opisan pomoc¢u eksponencijalne funkcije s bazom 2
(to¢nije, radi se o produktu eksponencijalne funkcije i konstante By koja oznacava pocetni
broj jedinki u trenutku 2 = 0). Zato se ovaj model zove model eksponencijalnog rasta.
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Primijetimo da u opisu naSeg modela sudjeluje eksponencijalna funkcija ne na svojoj
prirodnoj domeni (3to je cijeli skup R), nego na podskupu RT U {0} jer tako nalaze
priroda promatranog problema. Varijabla x ovdje predstavlja vrijeme proteklo od pocetka
eksperimenta/mjerenja i zato na§ racun ima smisla samo za x > 0. Ovakva situacija je
zapravo vrlo Cesta; u modeliranju je smisleno promatrati funkcijske vrijednosti samo za
one vrijednosti varijable koje imaju smisla po naravi problema kojim se bavimo.

U praksi i u teoriji pojavljuju se eksponencijalni modeli i s drugim bazama. Spomenimo
da se eksponencijalni rast pojavljuje i u opisu ukamacivanja.

Napomena 1.37 Promotrimo niz (a,) definiran s a, = (1+ )", n € N. Prvih nekoliko
o . 9 64 625 . .. . C e .

clanova su: 1, 7, 57, 92¢, - - - Pokazuje se da ovaj niz konvergira. Po definiciji, njegov limes
se oznacava s e 1 upravo je to broj koji se uzima za prirodnu eksponenecijalnu bazu. Ovo
je jedan od ekvivalentnih nac¢ina precizne definicije broja e. Konvergenciju navedenog niza

ovdje ne¢emo dokazivati.

Primjer 1.38 Cesto se prirodno pojavljuje kompozicija eksponencijalne funkcije i linear-
ne funkcije. Posebno je vazan slucaj f(x) = e~** gdje je A > 0 konstanta. Funkcije ovog
tipa pojavljuju se u mnogim modelima u raznim disciplinama.

Oznag¢imo, na primjer, s W (t) koli¢inu neke radioaktivne tvari kojom raspolazemo u
trenutku ¢ > 0. Pokazuje se da je, ako nema utjecaja vanjskih faktora, W (t) padajuéa
funkcija. To je fizikalni fenomen radioaktivnog raspada. Nadalje, fizikalni eksperimenti
dovode do zakljucka da je W (t) = Woe ™ pri éemu je Wy pocetna (u trenutku t = 0)
koli¢ina promatrane radioaktivne tvari, dok je A > 0 konstanta koja se utvrduje eksperi-
mentalno.

Iz grafa mozemo zakljuciti kako je W (t) > 0, Vt > 0, Sto znaci da pocetni radioaktivni
materijal nikada neée sasvim is¢eznuti.

Graf funkcije W (t) = 4e™?

Promotrimo sada odabrani trenutak ¢y i potrazimo onaj trenutak t; > g za koji ée
vrijediti W (t1) = $W(to). Razlika t; — to se naziva vrijeme poluraspada. Dobivamo
jednadzbu Wye M1 = %Woe_/\to odakle je e*(1=%) = 2 Uzimanjem prirodnog logaritma
dobivamo rjesenje t; — tg = lnTz

Odavde zaklju¢ujemo: vrijeme poluraspada h = t; — tg uopée ne ovisi o odabranom
pocetnom trenutku tp, ne ovisi ni o pocetnoj koli¢ini Wy niti o zatec¢enoj koli¢ini W (tp) u
trenutku tg.

Poznato je, na primjer, da u slu¢aju radioaktivnog ugljika C'# imamo h = 5730 godina.
U praksi, eksperimentom ili na neki drugi nacin se odredi h za tvar koju promatramo, a
to nam onda omogucuje da za tu tvar odredimo konstantu A.
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Primjer 1.39 Logaritam.

Veé smo u primjeru 1.35 spomenuli da je logaritam s bazom a definiran kao inverzna
funkcija ekponencijalne funkcije s istom bazom a. Posebno, ovdje samo primijetimo da je
In : RT — R rastuca funkcija s nul-tockom xy = 1.

Graf prirodnog logaritma f(z) = In(z)

Primjer 1.40 Trigonometrijske funkcije.

Da bismo definirali trigonometrijske funkcije kao funkcije realne varijable, provodimo
sljedecu konstrukciju:

Promotrimo jedini¢nu kruznicu s centrom u ishodistu pravokutnog koordinatnog sus-
tava. Odmah uo¢imo da joj opseg iznosi 2w. Nadalje, uo¢imo tangentu na tu kruznicu
koja prolazi tockom (1,0) i ozna¢imo taj pravac s p. Sad za realan broj z potrazimo
njegovu poziciju na pravcu p (pri ¢emu sad p shva¢amo kao brojevni pravac).

Namatanje pravca na kruznicu

Ocito, broju = odgovara u tom smislu tocka s koordinatama (1,x). Sad pravac p
namotamo na kruznicu (bez rastezanja). Recimo da pri tom namatanju broju x, tj. tocki
s koordinatama (1,z), pripadne to¢ka T' na kruznici. Sada definiramo sinz i cosz kao
ordinatu i apscisu tocke T; dakle, T' = (cosx,sinx).

Smisao ove definicije je sljede¢i: Neka je P ortogonalna projekcija tocke T na x-os.
Pogledajmo pravokutni trokut OPT i oznac¢imo s o kut kod vrha O. Ako je tocka T u
prvom kvadrantu, uotavamo da je sinx = sina, i cosx = cosa. Sliéno, ako je tocka T
u bilo kojem od preostala tri kvadranta, lako uvidamo da su brojevi sinx i cosx do na
predznak jednaki sinusu i kosinusu kuta «. Na primjer, ako je T u ¢etvrtom kvadrantu,
imat ¢emo sinz = —sina, i cosx = cos a.

Na ovaj na¢in smo definirali vrijednosti trigonometrijskih funkcija sin i cos za svaki
realan broj z; drugim rije¢ima, dobili smo funkcije sin: R — R i cos : R — R.

Graf funkcije f(x) = cos(z)

Graf funkcije f(z) = cos(x)
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Neposredno iz konstrukcije nalazimo sljedeée ¢injenice:

sinz, cosx € [—-1,1], Vz € R,
. . T . . 3T .
sin0 = 0,51115 =1,sinm = O,sm? = —1,sin 27 = 0,

cos(0 = 1,cosg =0,cosm = —1,008377‘- =0,cos2m =1,
sin?z +cos’z =1, Vz e R.
Osim toga, vrijedi i
sin(x + 27) = sinx, cos(z + 27) = cosz, Yz € R,

§to pokazuje da su sin i cos periodi¢ne funkcije s periodom 2.
Nadalje, sin je neparna, a cos parna funkcija. Moze se takoder pokazati da vrijede
adicione formule:

sin(z +y) = sinz cosy + cosxsiny, cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny, Vr,y € R.

Na kraju uoc¢imo jos da vrijedi {z € R:sinx =0} ={kn:k € Z} i {z € R: cosz =
0} ={5 +kr:kecZ}

Cesto se u praksi pojavljuju i kompozicije oblika f(z) = asinkz i g(x) = acoskz,
gdje su a i k realne konstante razli¢ite od 0. Primijetimo da obje ove funkcije poprimaju
vrijednosti izmedu —a i a. Zato se broj |a| zove amplituda tih funkcija. Takoder, lako se
vidi da je p = % period obiju ovih funkcija, tj. p je najmanji pozitivan broj sa svojstvom
flz+p=f(z)igle+p)=g(x)zasvex €R.

Funkcije tan i cot su izvedene: definira se tanx = 2= i cot x = ==, O¢cito, prirodne

domene ovih funkcija su skupovi R\ {Z + km : k € Z}, odnosno R\ {k7 : k € Z}.
Graf funkcije f(z) = tan(x)

Graf funkcije f(x) = cot(x)

Zadaci: 2. domacda zadaca
1. Dokazite da je svaka rastuéa (padajuca) funkcija injekcija.
2. Provijerite da je funkcija f : RT = R, f(z) = ﬁ padajuda.

3. Provjerite da je funkcija f : RT — (0,1), f(x) = ﬁ, bijekcija pa odredite formulu
kojom je zadana inverzna funkcija.
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10.

11.

. Funkcija oblika f(z) =

Za svaku od navedenih funkcija odredite prirodnu domenu i podruéje vrijednosti:

(a) F(2) = 155 () F(2) = bty (©) F(@) = 575, (d) f(@) = ol

Za Monodovu funkciju brzine rasta r(x) = %, x > 0, odredite postotak povecanja
od r(z) ako se x poveéa s 0,1 na 0,2. Nacinite istu komparaciju izmedu vrijednosti
z=101z = 20.

. Poluzivot (= vrijeme poluraspada) ugljika C'* iznosi 5730 godina. Ako u trenutku

t = 0 raspolazemo s 20 mikrograma ugljika C''* odredite koliko vremena treba proteéi
dok se koli¢ina ne reducira na 5 mikrograma.

Nakon 5 dana iznos neke radioaktivne supstance opadne na 37% pocetnog iznosa.
Odredite vrijeme poluraspada te supstance.

. Ribe rastu tokom ¢itavog zivota. Njihov rast se moze opisati tzv. Bartalanffyjevom

funkcijom L(z) = L(1—e~*®) gdje je L(z) duljina ribe u dobi z, a L i k su pozitivne
konstante. Provjerite da je L(z) zaista rastuca funkcija za x > 0. Nadalje, ako je
k =1, odredite dob x za koju ¢e L(x) iznositi 90% od L.

pri ¢emu su m i b pozitivne konstante, naziva se

logisticka funkcija. Pokazite da je In 155?()@ =mz + b.

1
1+ef(mz+b) ’

Brzina enzimske reakcije se ¢esto opisuje tzv. Michaelis-Menten jednadzbom v(z) =
%, x > 0, gdje je = koncentracija supstrata, a maksimalna brzina reakcije i k
pozitivna konstanta. Pokazite da je za © = k brzina v(k) dvostruko manja od
maksimalne brzine a. Nadalje, pokazite: ako se x poveta 81 puta, brzina ée se
povecati od 10% maksimalne brzine a do 90% maksimalne brzine a, neovisno o
iznosu konstante k.

Gustoca svjetla u jezeru opisana je jednadzbom I(z) = I(0)e™**, gdje je I(x) gustoca
svjetla na dubini z, I(0) konstanta (= gustoca svjetla na povrsini, tj. na dubini z = 0)
i @ > 0 konstanta. Dubina z¢ na kojoj I(zg) iznosi 1% povrsinske gustoée I(0) je
vazna za fotosinteticku aktivnost fitoplanktona (jer na veéim dubinama takve ak-
tivnosti nema). Relativno pouzdana metoda za odredivanje kriti¢ne dubine x( jest
tzv. metoda Secchijevog diska. To je disk bijele boje polumjera 10 cm. Ekperimen-
talno je utvrdeno: ako je d dubina na kojoj disk, tonuéi na dno, prestane biti vidljiv,
onda je xg = 2d. Veli¢ina d se naziva dubina diska.

(a) Ako je u nekom jezeru dubina diska d = 9 m, odredite « iz formule I(x) =
I(0)e—*.

(b) Ako je a = 0,473 m~!, odredite dubinu diska.
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1.3 Limes funkcije. Neprekidnost

U ovoj tocki zelimo prouciti pojam neprekidne funkcije. Intuitivho govoreéi, realna
funkcija realne varijable je neprekidna ako je njezin graf neprekinuta linija. Problem
je u tome Sto ovakav opis nema precizan matematic¢ki sadrzaj. Dodatno, nije ni dobro
oslanjati se na graf funkcije jer ga ne poznajemo a priori.

Cinjenica da je funkcija koju istrazujemo neprekidna moze biti vrlo korisna pri njenom
prouc¢avanju. Ako npr. (opet intuitivno) znamo da je dana funkcija neprekidna te ako
znamo da postoje tocke 1, z9 iz njezine domene takve da je x1 < x9, f(x1) < 01 f(z2) >0
onda graf te funkcije prolazi tockama (x1, f(x1)) (ispod z-osi) i (x2, f(x2)) (iznad z-osi).
Ako je graf zaista neprekinuta krivulja koja spaja ove dvije tocke, morat ¢e negdje presjeci
z-0s. Dakle, negdje izmedu toCaka 1 i 9 mora postojati i nul-tocka funkcije f.

I mnoge druge korisne informacije moé¢i ¢emo doznati ili izvesti iz neprekidnosti pro-
matrane funkcije.

Htjeli bismo precizno definirati pojam neprekidne funkcije, ali tako da definicija koju
uvedemo bude u suglasju s nasim intuitivnim poimanjem neprekidnosti. Pokazuje se da
je temeljni pojam ne globalna, nego lokalna neprekidnost, tj. neprekidnost funkcije u
odredenoj tocki xg. Za to najprije trebamo uvesti pojam limesa funkcije u tocki xg.

Limes funkcije je koncept koji govori o ponasanju funkcije u okolini dane tocke.

Definicija 1.41 Neka je funkcija f definirana u okolini tocke xg. KazZemo da je broj
L € R limes funkcije f u tocki xg i pisemo lim f(x) = L ako vrijedi
T—T0

Ve > 036 >0 tako da 0 < |z —xzo| <6 = |f(z) — L| <e.

Napomena 1.42 (a) Opisno govoreéi definicija glasi: ako promatramo tocke z koje su
sve blize i blize tocki xg, funkecijske vrijednosti f(z) priblizavaju se broju L. Mjera te
?pribliznosti” je broj . Cinjenica da je |f(z) — L| < € znaci da je f(x) udaljen od L
za manje od ¢, tj. f(z) € (L —e,L + ¢). Definicija sad kaze: ma koliko malen zadali ¢,
postoji neka d-okolina tocke z( (dakle, interval (zg — 0, xg + d)) takva da za sve x # xg iz
te okoline vrijedi f(z) € (L —¢, L+ ¢).

(b) Limes funkcije u danoj tocki moze i ne mora postojati. Naglasimo da je limes, ako
postoji, realan broj.

(¢) Uocimo da u definiciji limesa funkcije f u tocki zy sama tocka xg i funkcijska
vrijednost f(xo) ne igraju nikakavu ulogu. Stovise, funkcija ¢ak niti ne treba biti definirana
u tocki zp.

(d) Formulacija da je funkcija f definirana u nekoj okolini tocke xy znaci da je neki
skup oblika {z : 0 < |z — z¢| < ¢}, ¢ > 0, sadrzan u domeni od f. Takav zahtjev je sasvim
prirodan ako zelimo istraziti ponasanje funkcije f u okolini tocke z.

Ponekad ima smisla promatrati analognu definiciju i ako je x¢ rubna tocka domene
funkcije (kao Sto je to xg = 0 za funkciju f(z) = y/z). U takvim slucajevima govorimo
o jednostranom limesu funkcije (jer se tocki zp mozemo priblizavati, idu¢i po domeni
funkcije, samo s jedne strane).
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Primjer 1.43 (a) iﬂ(h‘ +3) =5.

Da ovo pokazemo, odaberimo proizvoljan € > 0. Trazimo ¢ > 0 takavda 0 < |[x—1] < §
povlaci | f(z) — 5 = |22 +3 — 5| = [2 — 2| = 2|z — 1| < e. Ocito, ako uzmemo J = §, imat
¢emo 2|z — 1] < 25 =«.

Vidimo da smo § odabrali u ovisnosti o €. Tako je i ina¢e. Sto manji € zadamo, tim
je strozi zahtjev na § (tj. prirodno je da ¢e tocke iz sasvim uske okoline oko zg - dakle, za
vrlo mali 0 - mod¢i ispuniti zahtjev f(z) € (L —e, L +¢)).

Uocimo i to da ¢ée, kad nademo prikladan ¢ za zadani ¢, i svaki drugi broj ¢’ takav da
je 0 < ¢ < 4 biti dobar za isti taj €. No, to je nebitno. Definicija trazi da se za svaki dani
e > 0 nade b2ar jedan odgovarajuéi 9.

(b) lim & —2 — 4.

=2 1 — 2

Lako se vidi: ovdje je za proizvoljan ¢ > 0 prikladno uzeti § = . Za ovako odabran ¢
zahtjev iz definicije ¢ée biti ispunjen. Provjerite!

Primijetimo da u ovom primjeru funkcija nije bila definirana u promatranoj tocki
xg = 2. Kako smo veé naveli, ta ¢injenica je nevazna za istrazivanje limesa funkcije.

. r+1, <2 . . ..
(c) Neka je f(z) = { o0, 1>2° Tvrdimo da igf(m) ne postoji.

Prije svega, ovo je intuitivno jasno. Ako se toc¢ki xg = 2 priblizavamo s lijeve strane
funkcijske vrijednosti ¢e se ra¢unati po formuli f(z) = x + 1 i zato ée teziti k vrijednosti
3. Ako se tocki zp = 2 priblizavamo s desne strane, jasno je da ¢emo funkcijske vrijednosti
racunati po formuli f(x) = 2z, a te vrijednosti o¢ito teze k broju 4.

Jasno je da su brojevi L = 41 L = 3 jedini kandidati za i%f(x) Pokazimo najprije da

broj 3 ne moze biti limes. Uzmimo e = § i odaberimo proizvoljan § > 01 tocke x € (2,2+0)
(to su tocke iz d-okoline nase tocke xy = 2, ali s njezine desne strane). Za takve tocke z,
neovisno o tome kakav § smo odabrali, vrijedi |f(z) —3| =22 —3| =22 —-3>4—-3=1.
Dakle, kako god malen § odabrali, 0 < |z — 2| < § ne povlaéi da je | f(z) — 3| <& = 1.

Sasvim analogno se vidi da niti L = 4 ne moze biti limes ove funkcije u tocki 2.

(d) Promotrimo funkciju f(z) = sin 2%, z # 0. Jasno je da ill)%f(ﬂ:) ne postoji. (Zaista,
uocitedazan € Niz € (n%q, 1) imamo 2% € (2n7,2(n+1)7) pa funkcija za tako odabrane
vrijednosti varijable & poprimi sve vrijednosti izmedu —11i 1.)

S druge strane, mogli smo doé¢i u napast ”testirati” ponasanje ove funkcije u okolini
tocke 0 kalkulatorom. Tek kao test, mogli bismo pozeljeti izracunati f(x) ako je, npr.
x=1073, 2 = 107° 2 = 10719, itd. U sva tri navedena sluc¢aja kalkulator bi pokazao
f(x) = 0 sto bi nas moglo navesti na pomisao da limes ove funkcije ipak postoji te da
iznosi 0.

Primjer pokazuje da limes funkcije ne mozemo pouzdano utvrditi (¢ak niti naslu-
titi) sluzedi se kalkulatorom. Tek ako limes postoji, njegovu vrijednost koju smo utvrdili
teorijskim putem (dakle, sluzeéi se definicijom i teoremima koje ¢emo navesti i dokazati)
mozemo " provjeriti” (premda to nije provjera u pravom smislu rije¢i) ra¢unajuéi vrijednost
f(x) u tockama x bliskima tocki x.

Teorem 1.44 Ako postoji, lim f(x) je jedinstven.
Tr—T0
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Dokaz: Pretpostavimo da imamo dva razli¢ita limesa: Lq i Lo. Odaberimo € = i\Lg —
Li| > 0. Za taj € mozemo nadi §; > 0 takav da 0 < |x — xg| < 1 povlaéi |f(x) — Li| < e.
Postoji takoder d2 > 0 za koji 0 < |z — x| < d2 povlaci |f(z) — Lao| < e.

Ako sada odaberemo 6 = min{d;,d2} i 0 < |z — z9| < ¢, dobivamo |Ly — L;i| =
((F(@) — L) + (Lo — F(@)] < 1f(2) — Li] + |f(z) — Lo| < 22 = §|Ls — L], a to je otito
nemogucde. O

Sljedeéi teorem pokazuje da za limese zbroja, razlike, produkta i kvocijenta funkcija u
tocki vrijede tvrdnje analogne onima za limese nizova.

Teorem 1.45 Neka je lim f(z) = L ¢ lim g(z) = M. Tada vrijedi:

Tr—T0 Tr—x0

1. lim (f(x)+g(x)) =L+ M;

2. lim (/(@) = g(a)) = L= M;
3. Jim (f(@)g(@) = LM;

4. ako je g(x) # 0 za sve z iz neke okoline tocke xo i ako je M # 0, onda je i
L f@) I
im —= = —.
zowog(x) M
Dokaz: Dokazimo tvrdnju o limesu produkta.
Za zadani € zbog pretpostavke na f i ¢ mozemo odabrati pozitivan § takav da za svaki
x za koji je 0 < |x — xo| < d veli¢ine |f(z) — L| i |g(x) — M| budu po volji male.
Sad primijetimo da vrijedi

[f(x)g(x) = LM| = |f(x)g(x) — Lg(x) + Lg(x) — LM| < |f(2)g(x) — Lg(x)|+|Lg(x) — LM|
= |f(z) — Lllg(x)| + [L|lg(z) — M| < [f(z) — Lllg(x) — M + M|+ [L|g(x) — M|
< [f(x) = Ll(lg(z) — M|+ [M]) + [L|g(z) — M].

Odavde je jasno: jer su |L| i |M| konstante (dakle, neovisni o z), i |f(x)g(x) — LM| ¢e
biti manje od e ¢im smo postigli da brojevi |f(z) — L| i |g(z) — M| budu dovoljno mali.
Ostale tvrdnje dokazuju se analogno. O

Primjer 1.46 Uo¢imo da je lim ¢ = ¢ za proizvoljnu konstantu c, a takoder i lim z =
T—T0 T—T0

xg; oboje za proizvoljnu tocku zg. Obje tvrdnje se vide neposrednim pozivanjem na

definiciju. Koriste¢i ove dvije tvrdnje i prethodni teorem sada lako zaklju¢ujemo da vrijedi
x4+ 2

li =1.

:cl—>1n5 2r —3

Kako smo veé¢ napomenuli, limes funkcije je realan broj. Ponekad se dogada da funkcija
u okolini tocke xq postaje beskonacno velika po apsolutnoj vrijednosti. Striktno govoredi,
limes funkcije u takvoj tocki xy ne postoji, no i ovakvo ponaSanje pruza korisnu informaciju
o funkciji (te zato ima svoje posebno ime).
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Definicija 1.47 (Limes u irem smislu ili beskonaéni limes.) KaZemo da je limes funkcije

f u tocki xy beskonacno (odnosno, minus beskonacéno) i pisemo lgn f(z) = oo (odnosno,
T—T(

lim f(z) = —o0) ako

T—T0

VM > 036 >0 tako da 0 < |z —zo| < 6 = f(x) > M (odnosno,f(z) < —M).

Jos se kaze da tada f neograniceno raste (pada) u okolini tocke xg.

Analogno, mozemo promatrati i §to se zbiva s funkcijom kad varijabla z postaje
neograniceno velika ili neograni¢eno mala (u tom slucaju govorimo da z tezi u oo, odnosno
u —o0). Naravno, zelimo li istraziti ponasanje funkcije kad varijabla x tezi u oo, nuzno je
da funkcija bude definirana za sve takve x.

Definicija 1.48 (Limes u beskonacnosti.)
li_}mf(:[:):LER ako Ve > 03m > 0 tako da v > m = |f(x) — L| < e.

lim f(z) = oo ako VM > 03m > 0 tako da x > m = f(x) > M.

T—00

li_}mf(m):foo ako VM > 03m > 0 tako da x > m = f(z) < —M.

Analogno se definiraju limes kad x — —oo kao i limesi u $irem smislu kad © — —oo.

Primjer 1.49 (a) lim sinz ne postoji, ¢ak ni u Sirem smislu.
Tr—00

(b) xl;rl;oe = 00.

(c¢) lime ™™ =0.
T—00
Provjeru svih navedenih tvrdnji ostavljamo za vjezbu.

Teorem 1.50 (O sendvicu.) Neka za sve x # xo iz nekog intervala koji sadrzi tocku
xo vrigedi h(z) < f(z) < g(z). Ako vrijedi hﬁm h(z) = L i hﬁm g(x) = L, onda je i
T—T0 T—X0

lim f(z) = L.

T—T0

Dokaz: Zadajmo € > 0 inadimo § > 0 takav da za 0 < |z —x¢| < d vrijedi |h(z)—L| < i
lg(z)—L| < e. Za svaki takav z imamo h(z)—L < f(z)—L < g(x)—L. Akoje f(x)—L >0
onda je |f(z) — L| < |g(z) — L|. Ako je f(z) — L < 0 onda je |f(z) — L| < |h(x) — L|. U
oba slucaja zakljuéujemo |f(z) — L| < e. |

1
Primjer 1.51 lir%x sin — = 0. Naime, ocito vrijedi —z < :z:sin% < x $to nam omogucuje
T—
da direktno primijenimo prethodni teorem.

Razmatranja o limesu funkcije zavrsit ¢emo s tri primjera koji ¢e se pokazati vaznima
pri racunanju derivacija. Sva tri rezultata navodimo bez dokaza.
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i 1 v
Primjer 1.52 (a) lim > = 1; (b) lim———~ = 0; (c) lim "

z—0 X z—0 xT x—0 xT

=1.

Sad smo spremni za definiciju neprekidnosti. Pogledajmo najprije dva primjera: f(z) =
2, x #2
5 x=2"
Funkcija f je neprekidna (to nam govori naSa intuicija i poznavanje grafa kvadratne
parabole), dok funkcija g ima prekid (graf joj se prekida) u to¢ki g = 2. S ponasanjem
obiju funkcija u okolini tocke z¢p = 2 sve je u redu (jer obje imaju limes kad = — 2); prob-
lem o¢ito lezi u vrijednosti g(2). Funkcijska vrijednost g(2) razlicita je od limesa funkcije
g u tocki 2 i u tome je bit diskontinuiteta ove funkcije.

2?1 g(x) = Evidentno je da vrijedi lim f(z) = 4 kao i limg(z) = 4.
T2 T2

Definicija 1.53 Neka je funkcija f definirana u nekoj okolini tocke xg i u samoj tocki xg.
Kaze se da je f neprekidna u tocki xo ako postoji lim f(z) te ako vrijedi lim f(z) = f(xo).
T—T0 T—T0

Kaze se da je funkcija neprekidna na skupu S (sadrZanom u njezinoj domeni) ako je
neprekidna u svakoj tocki skupa S.

Napomena 1.54 (a) U definiciji limesa funkcije u tocki z¢ vrijednost funkcije u samoj
tocki ¢ je bila nebitna (i ¢ak nije trebala ni postojati). Bit definicije neprekidnosti u z
jest u tome da se vrijednost f(zp) podudara s limesom u zg.

(b) Ako limes funkcije u tocki zy postoji samo u Sirem smislu, nema govora o neprekid-
nosti (jer ¢injenica da je f definirana u xy znaci da je f(xg) realan broj, sto simboli co i
—oo nisu). Usporedite ovu ¢injenicu s grafovima funkcija f(x) = % ig(xr) = % i limesima
tih funkcija u tocki xg = 0.

Primjer 1.55 Svaka linearna funkcija f(z) = ax + b, a,b € R, je neprekidna u svakoj
tocki (dakle, na cijelom skupu R).
Odaberimo zy € R po volji. Tvrdi se, dakle, da vrijedi lim (ax 4+ b) = azp + b. Da
T—T0

to pokazemo, trebamo za proizvoljan € > 0 naéi 6 > 0 sa svojstvom 0 < |z — xg| < 6 =
lax + b — (azo +b)| < e. Medutim, kako je |az + b — (axg + b)| = |a||z — xo]|, vidimo da je
prikladno uzeti 6 = |Z—‘

Prethodni racun izveli smo pod pretpostavkom da je a # 0. Jasno, ako je a = 0,

funkcija f je zapravo konstanta f(x) = b pa je njena neprekidnost jos o¢itija.

Primjer 1.56 Funkcija f(z) = 22 je neprekidna na R.

Fiksirajmo tocku xzg i odaberimo proizvoljan € > 0. Trebamo pronaéi é > 0 takav
da vrijedi 0 < |z — 29| < § = |2? — 23| < e. Lako se provjeri da je dostatno odabrati
d < min{1, HQLM} Detalje izostavljamo (upotpunite ih za vjezbu), a neprekidnost ove
funkcije pokazat ¢cemo ubrzo i na jo$ jedan nacin.
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Napomena 1.57 Svaki polinom je neprekidna funkcija na R. Svaka racionalna funkcija
je neprekidna u svakoj tocki u kojoj je definirana. Funkcije f(z) = 2%, f(x) = e*,
f(x) =1Inz, f(x) =sinz, f(z) = cosz, f(z) = tanz, f(z) = cot z su neprekidne u svim
tockama svojih prirodnih domena.

Sve navedene tvrdnje mogu se provjeriti koriste¢i definiciju neprekidnosti postupkom
sliécnim onome u prethodna dva primjera. Razumljivo, tehnicki detalji su ovdje komplici-
raniji. Ove tvrdnje ovdje ne¢emo dokazivati (ali istaknimo: neprekidnost svih navedenih
funkcija u daljnjem ¢emo podrazumijevati).

Lema 1.58 Neka je f neprekidna u tocki xg i neka je f(xo) # 0. Tada postoji § > 0 takav
da je f(z) # 0, Vx € (zg — 0,20+ 9); Stovise, f(x) je istog predznaka na tom intervalu kao

i f(xo).

Dokaz: Pretpostavimo da je f(zg) > 0. Za e = 3f(z¢) odaberimo § > 0 takav da
0 < |z—a0| <= |f(z)— f(zo)| < &= 5f(x0). Drugim rije¢ima, imamo z € (z — zo,z +
20) = F(2) € (f(w0) — 1£(@o). fwo) + 1 @0)) = (1 (@), L f(z0)).

Ako je f(zg) < 0 uvedemo funkciju g(z) = —f(z) i primijenimo upravo dokazanu
tvrdnju. O

Teorem 1.59 Neka su funkcije f i g neprekidne u tocki xo. Tada su u tocki xg neprekidne
i funkeije f(z)+ g(x), f(x) — (), f(x)-g(x) i, pod uvjetom da je glxo) # 0, 121,

Dokaz: Dokazimo prvu tvrdnju. Odaberimo proizvoljan ¢ > 0. Koristeé¢i neprekidnost
funkcija f i g u tocki zg, nadimo §; > 01 dy > 0 za koje vrijedi 0 < |z — xo| < 01 =
|f(z) — f(z0)| < 210 < |z — x| < 02 = |g(x) — g(20)| < 3e.

Uzmimo sada § = min{d;,d2}. Ako je 0 < |z — xo| < ¢ slijedi |f(z) + g(x) — f(x0) —
9(20)| < |f(2) — (o)) + |g(x) — glao)| < de + e = &.

Ostale tri tvrdnje se dokazuju sli¢no. Pri proucavanju kvocijenta L)

g(z)
da zbog pretpostavke g(zg) # 0 na temelju prethodne leme zajlju¢ujemo kako je i g(x) # 0
za sve x iz neke okoline tocke x. O

treba primijetiti

Primjer 1.60 (a) Uoc¢imo da neprekidnost identi¢nog preslikavanja f(x) = x zajedno s
tvrdnjama prethodnog teorema povlaci kako su svaki polinom i svaka racionalna funkcija
neprekidne na svojim prirodnim domenama.

(b) Funkcija f(z) = £=2¢45I02 je neprekidna na R. I ova tvrdnja slijedi pozivanjem
na prethodni teorem i napomenu ispred njega.

I kompozicija funkcija je operacija koja se dobro ponasa prema limesu funkcije.

Teorem 1.61 Neka su funkcije f i g takve da je kompozicija gf definirana, neka je f
neprekidna u tocki xo te neka je g neprekidna u tocki f(xg). Tada je i kompozicija gf
neprekidna u xq.
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Dokaz: Za ¢ > 0 nadimo ¢ > 0 takav da vrijedi |y — f(z0)| < €’ = |g(y) — 9(f(x0))| < e.
Nadalje, za taj ¢ > 0 nadimo ¢ > 0 takav da |z — 2| < d = |f(x) — f(zo)| < &’. Sada
je jasno da |z — xo| <& = |g(f(x)) — g(f(x0))| <e. =

Primjer 1.62 Primjenom prethodnog teorema odmah zakljuc¢ujemo:
(a) Funkcija f(z) = asin(kz) je neprekidna na R.
(b) Logisticka funkcija f(x) = m je neprekidna na R.

Sad smo u moguénosti dokazati teorem kojeg smo na intuitivnoj razini veé¢ opisali na
pocetku ove tocke.

Teorem 1.63 (Bolzano) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] te neka vri-
jednosti f(a) i f(b) imaju suprotne predznake. Tada postoji tocka ¢ € (a,b) takva da je

f(e)=0.

Dokaz: Pretpostavimo da je f(a) < 01i f(b) > 0. Neka je S = {z € [a,b] : f(x) < 0}.
Jasno je da je skup S neprazan i odozgo omeden. Neka je ¢ = sup S. Jasno je da je
¢ € [a,b]. Pokazat ¢emo da je f(c) = 0 tako $to ¢emo se uvjeriti da su opcije f(c) > 0 i
f(c) < 0 nemoguce.

Pretpostavimo prvo da je f(c) > 0. Prema prethodnoj lemi, postoji § > 0 takav da je
f(x) > 0,Vx € (¢ —d,c+6). Kako je ¢ — d manji od ¢ = sup S, postoji y € S za kojeg
vrijedi y > ¢ — 0. Kako je takoder y < ¢, imamo y € (¢ — d,c + §). Odavde je f(y) > 0.
No, to je u kontradikciji s y € S.

Sad uzmimo da je f(c¢) < 0. Opet na temelju leme dolazimo do broja § > 0 takvog
da je f(z) < 0,Vz € (c — d,c+J). Posebno, f(c+3) <0, pajec+3 € S. No, to je
nemoguce jer ¢ je supremum skupa S, a vrijedi ¢ < ¢+ g es.

Time je teorem u ovom sluc¢aju dokazan. Ako je f(a) > 01i f(b) < 0, uvedemo funkciju
g(x) = — f(x) i primijenimo upravo dokazanu tvrdnju. O

Teorem 1.64 Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b], te neka za tocke x1, o €
[a,b], 1 < x9 wrijedi f(x1) # f(x2). Tada za svaki realan broj k izmedu f(x1) i f(x2)
postoji tocka ¢ € [x1,x2] za koju vrijedi f(c) = k.

Dokaz: Odaberimo proizvoljan k izmedu f(z1) i f(z2) i uvedimo funkciju g(x) = f(x)—k.
Ocito, g na segmentu [z, x2] zadovoljava pretpostavke Bolzanovog teorema pa zato postoji
¢ € [x1,x2] tako da je g(c) =0, tj. f(c) = k. O

Navedimo na kraju, bez dokaza, i teorem koji opisuje neprekidne injektivne funkcije
realne varijable. U nastavku ¢e se taj rezultat pokazati vrlo vaznim pa je dokaz, radi
potpunosti, uvrsten u napomene i komentare na kraju ovog poglavlja.

Teorem 1.65 Neka je I C R interval (konacan ili beskonacan, otvoren, poluzatvoren, ili
zatvoren) i f : I — R neprekidna injekcija. Tada vrijedi:
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1.

2.

f je monotona (rastuéa ili padajuca) funkcija;

f(I) = J je takoder interval i to otvoren (zatvoren) ako je I otvoren (zatvoren);

3. funkcija f~':J — I je neprekidna na J.

Zadaci: 3. domaca zadaca

1.

10.

. IzraCunajte lim

. Pokazite da je lim

Dokazite da je lim (2z — 1) = 9.
T—5

2 -9

=3 T — 3

2

<
. Za f(z) = { L5 i ; 1 pokazite da ne postoji ilgqf(x)

2z,

-1
. Funkcija sign je definirana formulom sign(z) = { , ©<0 . Ispitajte postoji li

1, x>0
limsign(z)? Obrazlozite.
z—0

. Pokazite da je lim

x%l’l’Z — 1| -

. Koristeéi ¢éinjenicu da je lim e® = 0 pokazite da vrijedi lim e~2* = 0.
——00

x T—00

2
Pokazite da je lim v

T—00 12 +1 =0.

sin x

=0.

r—o0 I

. I za limese u beskonac¢nosti vrijede sljedec¢a pravila: ako za funkcije f i g vrijedi

wli)ngof(:v) =LeRi xlggog(x) = M € R onda je xl;n;o(f(a:) +g(x)) = L+ M,
i (@) — g(a)) = L= M, lim (f()gle) = L3I & us uvjet da je M # 0.
fl) _ L

z—o0 g(x) M

Koristedi ove ¢injenice izracunajte lim f(x), ako je
Tr—r00

(a) f(z) = %5, edje su a i k pozitivne konstante;

(b) f opca logisticka funkcija: f(z) = M%, pri ¢emu su K, ¢, m pozitivne, a
b proizvoljna konstanta. Uputa: uocite da je lim e~ (™#+t) = q.
T—00
22 —3z+2 T 7& 2
Pokazite da funkcija f(z) = 9052 ’ 5 ima prekid u tocki zg = 2.
xTr =
)
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11. Pokazite pomoéu Bolzanovog teorema da funkcija f(z) = 2% — 22 + 3 ima nul-tocku
u intervalu (—3,—1).

12. Koriste¢i Bolzanov teorem pokazite da jednadzba cosxz = x ima rjeSenje u intervalu
(0,1).

13. Jednadzba v(z) = 68¢ = opisuje visinu drveta u ovisnosti o starosti z > 0. Odredite
li .

50)

14. Pretpostavimo da organizam reagira na neki stimulans tek kad koli¢ina unijetog
stimulansa prijede izvjesni prag. Pretpostavimo da je koli¢ina unijetog stimulansa
opisana funkcijom f(x) = sin(wx), gdje je * > 0 vrijeme. FEksperimentom je
utvrdeno da organizam pokazuje reakciju samo kad je f(z) > % Neka je g(x) =
{ 1, ima reakcije u x

. . 1o
0, nema reakcije u z ° Je 1i funkcija g neprekidna?

Napomene i komentari

1.

Kljuénu ulogu u dokazu teorema 1.65 igra jo$ jedan od fundamentalnih rezultata o
neprekidnim funkcijama: svaka neprekidna funkcija na segmentu postize svoj minimum i
maksimum. Preciznije: ako je g neprekidna funkcija na segmentu [a, b] onda postoje tocke
x1,T2 € la,b] za koje vrijedi g(z1) < g(x) < g(x2), Vx € [a,b]. Drugim rijecima, brojevi
f(x1) =m1i f(x2) = M su minimalna i maksimalna vrijednost koje funkcija g postize na
promatranom segmentu. Ova tvrdnja je sadrzaj teorema 2.34 i bit ¢e dokazana u dodatku
na kraju drugog poglavlja. Mi ¢emo je koristiti odmah u dokazu koji slijedi.

Dokaz teorema 1.65.

(1) Pretpostavimo da postoje tocke z,y € I, x < y, za koje vrijedi f(z) < f(y).
Pokazat ¢emo da je tada f rastuéa na I.

Prvo pokazimo da za svaku tocku z € (z,y) vrijedi f(z) < f(z). Zaista, u suprotnom
bismo imali f(z) < f(x) (zbog injektivnosti jednakost je nemoguéa). To znali da za
minimum i maksimum m i M neprekidne funkcije f na segmentu [z,y] imamo m <
f(z) < f(x) < f(y) < M, te stoga, prema teoremu 1.64, postoji tocka t € (z,y) za koju je
f(t) = f(x). To je kontradikcija s injektivnoséu funkcije f.

Na potpuno analogan naé¢in pokaze se i da za sve z € (z,y) vrijedi f(z) < f(y) (naime,
f(z) > f(y) bi vodilo na kotradikciju s teoremom 1.64 primijenjenim na funkciju f i
segment [x, z]).

Time smo pokazali da za sve z € [x,y| vrijedi f(z) < f(z2) < f(y). Odavde za-
klju¢ujemo da je f rastuéa na [z,y]. Naime, w,z € (x,y), w < z, f(w) > f(2), je
nemoguce - to pokazuje prethodna diskusija ako je sada ponovo primijenimo s tockom w
u ulozi tocke z.

Sad se analognim rezoniranjem pokaze da je f rastuéa na cijelom skupu [z,00) N I
(dakle, i desno od tocke y), kao i na (—oo,x] N I; dakle na cijelom intervalu I.
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Preostalo je ramotriti sluc¢aj kad ne postoje tocke x,y € I takve da je x <y i f(z) <
f(y). No to upravo znac¢i da za svake dvije tocke z,y € I takve da je z < y vrijedi
f(x) > f(y); drugim rije¢ima, f je padajuca na I.

(2) Pretpostavimo da je f rastuca. Neka je x,y € I, z < y. Funkcija f je neprekidna na
segmentu [z, y] pa poprima sve meduvrijednosti izmedu svog minimuma na tom segmentu
(5to je f(x)) i maksimuma na tom segmentu (Sto je f(y)). Jednako lako se argumentira
da je interval f(I) = J otvoren na lijevom (desnom) kraju ako i samo je I otvoren na
lijevom (desnom) kraju.

(3) Iz prethodnih tvrdnji i pretpostavki slijedi da je f~! : J — I monotona bijekcija.
Pretpostavimo da f~! ima prekid u nekoj tocki f(zg) iz svoje domene J. To znaci da
1 (f(x0)) = x0 nije limes funkcije f~1 u tocki f(zo). Eksplicitno, to znagi: postoji
e > 0 takav da za svaki n € N postoji tocka f(z,) € J takva da je | f(zn) — f(z0)| < L i
|xy — x0] > €.

Pogledajmo segment [z¢ —¢, 29 +¢] i pretpostavimo, konkretnosti radi, da je f rastuca.
Tada je f(xo —€) < f(xg) < f(xo + ). Kako su obje nejednakosti stroge, mozemo naéi
broj m > 0 takav da je f(xo—¢) < f(xo) —m < f(zo) < f(zo) +m < f(xo+¢). Uocimo
da zbog |z, — x| > € imamo x,, & (xo — €, x9 + €). Zato je ili x,, < xg—e ili z, > 29 + ¢,
Vn € N. Jer je funkcija f rastuca, to znac¢i da je f(z,) < f(zo —¢) < f(xo) — m ili
f(zo)+m < f(xog+e) < f(xn),Vn € N. U svakom slucaju je |f(x,) — f(xo)| > m, Vn € N.
To je evidentno u kontradikeiji s |f(zn) — f(20)| < 2, n € N. O

2.

U definiciji 1.53 uveli smo pojam neprekidnosti funkcije f u tocki zg ako je f definirana
u nekoj okolini tocke xo (tj. ako je xp unutrasnja tocka domene funkcije f).

Pojam neprekidnosti funkcije moze se uvesti i u rubnim tockama domene (kao, na
primjer, za funkciju f(x) = y/z i tocku z¢o = 0). I u ovoj situaciji definicija je ista: kaze
se da je f neprekidna u rubnoj tocki svoje domene xq ako postoji li_>m f(x) te ako vrijedi

T—xQ
lim f(z) = f(zo), pri ¢emu ovdje lim f(z) predstavlja jednostrani limes spomenut u
T—x0 T—x0
napomeni 1.42.

Sada nije tesko pokazati da je funkcija f(x) = v/x neprekidna u tocki 0. Jer je v/O = 0,
to znaéi lim /z = 0.

z—0
Zaista; odaberimo proizvoljan € > 0 i pogledajmo § = 2. Ako je sada 0 < z < ¢ onda

je0< r<Vé=ce.

3.

Neprekidnost funkcije u tocki moze se opisati i pomoc¢u konvergencije nizova. Moze
se pokazati da vrijedi sljede¢a karakterizacija neprekidnosti: funkcija f je neprekidna u
tocki xp ako i samo ako za svaki niz (x,) iz domene od f koji konvergira k zy vrijedi

Jim f(@,) = /(o).
Dokaz slijedi neposrednim pozivanjem na obje definicije pa ga ostavljamo za vjezbu.
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2 Derivacija

2.1 Problem brzine. Problem tangente. Pojam derivacije

Do sada smo spomenuli razli¢ite modele rasta. Svi su bili opisani razli¢itim funkcijama
B(t), gdje varijabla ¢ oznacava vrijeme, a B(t) oznacava broj jedinki u promatranoj po-
pulaciji u trenutku ¢t. U praksi je uvijek vazno znati prirast populacije, Stovise, brzinu
rasta.
U vremenskom intervalu (¢;,t2) definiramo
prirast populacije B(ty) — B(t1)

rosje¢na brzina rasta = =
Pros) duljina vremenskog intervala to — 11

Zamislimo da smo posebno zainteresirani za brzinu rasta u odredenom trenutku ¢y. Pri-
rodno je onda gledati interval (tg — a,ty + a) za neki a > 0 i omjer w pri cemu
je |h| dovoljno malen da bude ty + h € (tg — a,to + a).

Ocito, na dobiveni podatak utjece, osim B(ty), i B(to+h). Zelimo li imati informaciju
koja ¢e jos bolje opisati proces u trenutku ¢y, jasno je da h treba odabrati tako da |h| bude
¢im manji. Proizlazi da ima smisla definirati:

B(to + h) — B(to)
3 7

trenutna brzina rasta u trenutku tg = }llim
—0

(pod uvjetom da navedeni limes postoji).

Identi¢no razmatranje mozemo provesti i ako zelimo prouciti brzinu objekta koji se
kreée. Ako f(t) oznacava prijedeni put kao funkciju vremena, onda je w prosjecna
brzina u intervalu (g, top + h) (odnosno, ako je h < 0, u intervalu (to + h,tp)), a

o(to) = ;llii%f(to + h}z — f(to)

(ako limes postoji) predstavlja trenutnu brzinu u trenutku t.

Promotrimo sada realnu funkciju realne varijable f, njezin graf i tocku (xg, f(xg)) na
grafu. Zeljeli bismo odrediti jednadzbu tangente? na graf upravo u toj tocki.

Tangenta i sekanta: f(z) =22 —3z +3, g(z) =2z — 1, h(z) =3z — 3

Problem se svodi na nalazenje koeficijenta smjera tangente. Pogledajmo tocku xzg+h i
pripadajuéu tocku (zo+ h, f(zo+ h)) na grafu funkcije. Koeficijent smjera sekante na graf
koja prolazi uo¢enim tockama (xq, f(z¢)) i (xo+h, f(xzo+h)) iznosi w Ideja je
sada uciniti |h| sve manjim (uo¢imo da h moze biti i pozitivan i negativan), promatrati sto

se dogada sa sekantom i njezinim koeficijentom smjera kad h — 0. Identi¢nim rezoniranjem

3Nije sasvim lagano precizno definirati pojam tangente. Ovdje tangentu shva¢amo intuitivno kao pravac
koji dodiruje krivulju u danoj tocki.
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kao u prethodna dva slu¢aja zaklju¢ujemo da ée koeficijent smjera tangente na graf funkcije
f u tocki (xo, f(zo)) iznositi

J— hmf(onrh) — f(20)
h—0 h

akako, i ovdje pod uvjetom da navedeni limes postoji).
dakako, i ovd]j d uvjetom d deni li t0ji
Provedena razmatranja dovode nas do sljedeée definicije.

Definicija 2.1 Neka je interval (a,b) sadrian uw domeni funkcije f, neka je x¢ € (a,b).
Deriwacija funkcije f u tocki xg definira se kao

(o) = %i_%f(ffo + h}i — f(zo)

uz uvjet da navedeni limes postoji. U tom sluc¢aju (kad limes postoji) kaZemo da je funkcija
f deriwabilna u tocki xq.

Ako je funkcija derivabilna u svakoj tocki intervala (a,b) kaZe se da je derivabilna na
intervalu (a,b).

Ponekad se umjesto derivabilna funkcija koristi termin diferencijabilna funkcija. Zbog
toga se dio matematicke analize koji se bavi derivacijama i njihovim primjenama naziva
diferencijalni rac¢un.

Napomena 2.2 (a) Istaknimo da je i derivacija, poput neprekidnosti, lokalni pojam. Os-
novni koncept je ”derivacija funkcije u tocki” i to je, ako postoji, realan broj. Primijetimo
da nam ovdje ne pomaze ako navedeni limes mozda postoji u sirem smislu (+ oo ili - 00).

(b) Pojam derivacije definiran je pomo¢u pojma limesa funkcije. Za zadanu funkciju
f idanu tocku z( definira se nova funkcija u varijabli h, g(h) = %H(mo), pri ¢emu je
h € (—p,p), a broj p smo odabrali tako malenim da za sve h iz (—p, p) vrijedi xo+h € (a,b).

Sada je, po definiciji, f'(zo) = ]%il}%g(h).

Primijetimo da funkcija g nije ni definirana u tocki u kojoj gledamo njezin limes, h = 0.
No, kao §to smo ve¢ istaknuli, to nema znacaja za definiciju i raCunanje limesa.

Posebno, kako je limes funkcije, ukoliko postoji, jedinstven, slijedi da je i f’(x¢), pod
uvjetom da postoji jedinstveno odreden broj.

(c) Cesto se oznaéi ©g + h = x pa je onda h = z — z9. Nadalje, kad h — 0 vidimo da
x — x9. To pokazuje da definiciju derivacije mozemo pisati i u obliku

f’(iﬁo) — lim flx) - f(ﬂfo)
T—T0 T — X

(d) Ako je f derivabilna u tocki xy onda prethodna analiza pokazuje da je koeficijent
smjera tangente na graf funkcije f u tocki (xo, f(z0)) upravo f’(xp). Odavde zaklju¢ujemo
da jednadzba te tangente glasi:

y — f(zo) = f'(z0)(z — x0).
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Primjer 2.3 (a) Konstanta f(x) = ¢ je derivabilna u svakoj tocki (dakle, derivabilna na
R) i vrijedi f’'(z9) = 0.
Zaista, f'(zp) = lim @) = J(zo) = lim — < =0.
T—T0 T — X T—=x0 X — X
(b) Linearna funkcija f(x) = ax + b je derivabilna na R i za svaki 9 € R vrijedi

1 (x0) = a.

f'(xo0) = le M: ILm az b~ azo — b = lea:a.
z—=z0 T — T z—x0 T — xo z—x0
(c) Kvadratna parabola f(z) = 22 je derivabilna na R i vrijedi f'(xq) = 229, Vo € R.
_ 2 _ .2
f'(xg) = lim (@) = f(wo) = lim =70 = Jim (x 4 z9) = 2x0.
T—IT0 T — :UO T—To0 T — :L‘O T—T0

Primjer 2.4 (a) f(x) = |x| nije derivabilna u zo = 0.
— f(0
M = limM, a veé¢ smo vidjeli da ovaj limes ne postoji (kad je
z—0 z—0 T
x > 01z — 0 navedeni razlomak tezi u 1, dok za = < 0, x — 0 razlomak tezi u —1).

Zaista, lim
z—0

(b) f(z) = o nije derivabilna u xy = 0.

f@) = fO) et

Zaista, lim 3
z—»0 x—0 z—0 T 0,3

Teorem 2.5 Neka je f derivabilna u tocki xog. Tada je f i neprekidna v xg.

Dokaz: Promotrimo funkciju w definiranu s

w(z) = { 7]6(2:;0?0) — f'(®0), = # xo

0, T =

Po pretpostavci, f je derivabilna u xg. Primijetimo da to upravo znaéi da je funkcija w

neprekidna u zg. Naime, w(zg) = 0, a s druge strane lim w(x) = lim (M _
T—T0 Tr—xQ T — X
f'(z0)) = (prema teoremu 1.45) lim @) = fzo) _ im f'(x0) = f'(z0) — f'(z0) = 0.
T—T0 xr — $0 Tr—x0

Sada primijetimo da vrijedi f(z) = f(zo)+ (f'(x0) +w(z))(z —x0), za sve x iz domene
funkcije f. Funkcija s desne strane jednakosti je neprekidna u tocki xg, jer je nastala
zbrajanjem i mnozenjem funkcija koje su neprekidne u xg. O

Napomena 2.6 Neprekidnost je, dakle, nuzan uvjet derivabilnosti. Uo¢imo da primjer
2.4 pokazuje da neprekidnost nije i dovoljna za derivabilnost.

Napomena 2.7 Funkcija f moze i ne mora biti derivabilna u tocki xg. Ako je derivabilna
na ¢itavom (nekom) intervalu (a,b), onda mozemo govoriti o novoj funkciji koja djeluje
po pravilu z — f'(x), x € (a,b). Ovako dobivena funkcija se naziva derivacija funkcije f
na intervalu (a,b) i oznacava se s f’.
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U primjeru 2.3 vidjeli smo da je linearna funkcija f(x) = ax + b derivabilna na R pa
tu mozemo govoriti o funkciji f’ takoder definiranoj na cijelom skupu R. Izracunali smo
da je u ovom slucaju f’(z) = a, Vo € R. U tom smislu ¢esto se kaze: ”derivacija linearne
funkcije je konstanta”.

Sliéno, racun iz zadnjeg dijela primjera 2.3 pokazuje: ako je f(z) = x2, onda je f’
definirana na R i vrijedi f'(z) = 2z, Vo € R.

U svim takvim sluéajevima funkcija f’ se i sama za sebe moze dalje istrazivati. Moguée
je, na primjer, da u nekoj toc¢ki xg postoji njezina derivacija. Po definiciji, taj broj se onda
zove druga derivacija funkcije f u tocki zg i oznacava s f”(zg). Opet, ako druga derivacija
postoji u svakoj tocki domene, mozemo govoriti o funkciji f”. Npr., za f(x) = 22
/" (x) =2,Vz e R.

Analogno se uvode i derivacije viseg reda: f(x), f0%)(z), f®¥)(x), itd.

imamo

Napomena 2.8 Ponekad se derivacija oznacava umjesto s f’, simbolom D f. Osobito je
intuitivna Leibnitzova oznaka za derivaciju % (ili, ako pisemo y = f(x), %). U pozadini
ove oznake je ideja da se u limesu u definiciji umjesto f(x+ h)— f(z) pise Af(z) (smisao:
prirast funkcije), umjesto h = (z + h) — z piSemo Az (smisao: prirast varijable), i sada je

a
e = Ay

Propozicija 2.9 Neka je n € N i f(x) = 2. Tada je [ derivabilna u svakoj tocki i
vrijedi f'(x) = na™ L.

Dokaz: Zan = 11in = 2 tvrdnja je ve¢ dokazana u primjeru 2.3. U opéem slucaju
koristimo binomnu formulu

(z+y)" = Zn: (Z) yranr.

k=0

1
Sada mozemo izracunati f'(z) = }ILHI%)E((ZU +h)" —2"):
—

Lo ay -y = 1 ( (1)t ) - ( ® )

(izdvojimo posebno prvi ¢lan)

=" ; <Z> hF=lgn=k,

Sad mozemo prijeéi na limes kad h — 0. Uocavamo da je drugi sumand u krajnjem

rezultatu, > _p_, ()" '2" ", funkcija neprekidna u varijabli h. Zato je njezin limes kad

h — 0 upravo jednak funkcijskoj vrijednosti u tocki h = 0, §to daje rezultat jednak 0.
Primjenom teorema 1.45 sad dobivamo zeljenu tvrdnju. O
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Teorem 2.10 Neka su f i g derivabilne u tocki x, neka je c konstanta. Tada su i funkcije
f+g, f—g,cf, fg derivabilne u tocki x te vrijedi

(f+9)(x) = f'(z) +4'(2),
(f=9)(x) = f(z) - d(),
(cf) (x) = cf'(x),

(f9)' (@) = f'(x)g(z) + f(z)g (x).

Dokaz: U osnovi, sve se tvrdnje dokazuju pozivanjem na teorem 1.45 koji daje pravila za
racunanje s limesima. Dokazimo za ilustraciju samo posljednju tvrdnju u kojoj se navodi
pravilo za derivaciju produkta.

((f9)(z + h) = (fg)(x)) = % (f(z +h)g(z + h) = f(z)g(x))

(f(z+h)g(z + h) = f(z)g(z + h) + f(x)g(x + h) = f(x)g(x))

> = =

= (fla+h) — f@)gla + ) + f()y (ol + ) — o).

Sad mozemo pogledati limes kad A — 0. Primjenom teorema 1.45 i teorema 2.5 (zbog
neprekidnosti funkcije g u tocki x imamo }llin% g(z + h) = g(z)) dobiva se zeljena formula.
_>

O

Napomena 2.11 U paketu s formulama iz gornjeg teorema obi¢no ide i formula za
derivaciju kvocijenta: ako su f i g derivabilne u tocki z, te ako je g(z) # 0, onda je i
funkcija 5 derivabilna u tocki x te vrijedi

A @) - g @) @)
<g> @="w@wr

I ovu formulu bismo mogli dokazati sli¢no kao i prethodne, no to éemo ué¢initi malo kasnije,
na nesto drugaciji nacin. Iako dokaz odgadamo, u narednim primjerima i zadacima i ovu
¢emo formulu slobodno koristiti.

Primjer 2.12 (a) Na temelju propozicije 2.9 i teorema 2.10 odmah zaklju¢ujemo da je
svaki polinom derivabilna funkcija na R. Npr. za f(z) = #* — 323 + 22 — 72 — 2 imamo
fl(x) =423 — 922 + 22 — 7.

Osim toga, ako je f polinom, vidimo da postoje sve njegove derivacije viseg reda:
f', f",.... Pritom, ako je f polinom stupnja n, onda je f(**1) = 0.
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(b) Na temelju prethodne opservacije i napomene 2.11 vidimo i da je svaka racionalna

funkcija derivabilna na ¢itavoj svojoj domeni. Npr. za Monodovu funkciju rasta f(z) =
%, pri ¢emu su a i k konstante, formula iz prethodne napomene daje f'(x) = % =
k
Etap
(c) Promotrimo potenciju s negativnim cjelobrojnim eksponentom: f(z) = z™" =

%n, n € N. To je poseban slucaj racionalne funkcije. Formula iz prethodne napomene

. a1 e - . L
daje f'(z) = —om— = —nﬂ% = —nz "', Vidimo da dobivena formula za derivaciju
prosiruje, odnosno poopcéuje formulu koju smo izveli u propoziciji 2.9 za prirodne ek-

sponenete.

Propozicija 2.13 Neka je definirana kompozicija gf na nekom intervalu oko tocke x, te
neka postoje f'(x) i ¢'(f(x)). Tada je i gf derivabilna u tocki x te vrijedi (gf) (z) =
g (f(@)f ().

Dokaz: Pokazat ¢emo osnovnu ideju dokaza.

1 _ 1 (g(f(z+h)) —g(f(x))
H(on o+~ (o) = (A=A

h
_ 9(f(z+h))—g(f(x)) flz+h)-—flz)

flx+h)—f(x) h
Kad pogledamo limes za h — 0 u osnovi dobivamo Zeljenu formulu (jer f je neprekidna u
tocki z). Problem je jedino u tome §to mozda moze biti f(z+h) — f(x) = 0 za neke tocke
h kad h — 0. Nije tesko pokazati kako se ta teskoca zaobilazi, no taj dio izostavljamo. O

(ﬂx+m—f@D>

Primjer 2.14 Ako je f(z) = (422 — 52)3 onda prethodni teorem pokazuje da je f deri-
vabilna funkcija na R te da vrijedi f'(z) = 3(42? — 52)%(8z — 5).

Napomena 2.15 Sad mozemo dokazati formulu za deriviranje kvocijenta iz napomene
2.11.

Prvo, zbog pretpostavke g(x) # 0 primjenom leme 1.58 zaklju¢ujemo da je g # 0
u nekoj okolini tocke x pa je kvocijent 5 definiran u nekoj okolini od z (po definiciji
derivacije, to je preduvjet da uopée mozemo promatrati definicioni limes).

Sad pogledajmo funkciju r(z) = % Izravno iz definicije lako se zakljuci da je r deri-

vabilna funkcija u svakoj tocki x # 0 te da vrijedi r'(z) = —x%.
Nadalje, uoc¢imo da je ﬁ = r(g(x)). Primjenom prethodnog teorema o derivaciji
kompozicije nalazimo (ﬁ)’ = (rg)(xz) = —g’(w)m.
f(z)

Konaéno, preostaje uociti da je OB f (m)ﬁ Sad zeljena formula za derivaciju kvo-
cijenta slijedi iz pravila za deriviranje produkta i upravo izracunate formule za derivaciju

. 1
funkcije 7@
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Teorem 2.16 Neka su I,J otvoreni intervali i f : I — J meprekidna bijekcija. Ako je
f derivabilna u tocki xo € I te ako vrijedi f'(x¢) # 0 onda je i funkcija f=* : J — I
derivabilna u tocki yo = f(xo) i vrijedi (f~1) (yo) = %.
Dokaz: Iz derivabilnosti funkcije f u tocki zg slijedi f(x)—f(zo) = (x—z0)(f'(zo)+w(x)),
gdje je w funkcija uvedena u dokazu teorema 2.5. Stavimo yo = f(z9) i y = f(z) pa
dobivamo

y—yo= (") — o) (f (xo) +w(f ()
§to mozemo zapisati kao

FHy) = o) 1
Y — Yo f(xo) +w(f~y))

Kako je kompozicija wf~! neprekidna u tocki yo (3to slijedi iz teorema 1.65, 2.5 i 1.61),

dobivamo f_l( ) f_l( ) .
—1y/ T Yy)— Yo)
(F) (o) = Jimn == — - =

Napomena 2.17 Korisno je primijetiti da formulu iz prethodnog teorema ¢esto piSemo
u obliku (f~1)(z) = W

U Leibnitzovoj notaciji, pisuéi y = f(x), imali bismo % = jily'

Poanta prethodnog dokaza je u utvrdivanju derivabilnosti inverzne funkcije (i zato je
bila potrebna pretpostavka da je f neprekidna na I). Kad bismo unaprijed znali da je
f~1 derivabilna u tocki yg = f(xo) onda bismo iz ¢injenice da je f~!(f(z)) = = i formule
za derivaciju kompozicije odmah dobili (f~1)'(f(x0))f'(zo) = 1 $to je upravo formula iz
prethodnog teorema.

Primjer 2.18 Funkcija f : (0,00) — (0,00), f(x) = 2? je bijekcija i derivabilna je (pa
zato i neprekidnal) na citavom intervalu (0,00). Njena inverzna funkcija /= : (0,00) —
(0,00) je takoder neprekidna.

Prema prethodnom teoremu funkcija Na je derivabilna u svakoj tocki x i, koristimo li

. . .. 1
formulu iz teorema zapisanu kao u prvom dijelu prethodne napomene, (/x) = ENR

Primjer 2.19 Ponekad je funkcija y = f(z) zadana samo implicitno, nekom jednadzbom,
a da pritom nije moguce opisati eksplicitno ovisnost y o x u terminima elementarnih
funkcija. Na primjer, nema na¢ina da izrazimo y u ovisnosti o z iz jednadzbe y®z2 — y*z +
tany +2 =+vx + 1.

I tako zadane funkcije mozemo derivirati - ako su derivabilne - uz pomoé pravila o
derivaciji kompozicije.
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Za primjer, izra¢unajmo derivaciju funkcije y = f(z) ako je 22+y? = 1. Derivirat éemo

obje strane jednakosti imajuéi na umu da je y funkecija od z. Dobivamo -2 (2 4y?) = d‘i (1).

Slijedi 22 4 2y 3% 4 — 0, a odavde nalazimo gw =-Z

S obzirom da je 22 +y? = 1 jednadzba jedini¢ne kruznice s centrom u ishodistu, u
ovaj rezultat se mozemo uvjeriti i direktno. Naime, tangenta na kruznicu u tocki (z,y) je
okomita na radijus kroz tu tocku. Zato je koeficijent smjera tangente suprotna i reciprocna
vrijednost koeficijenta smjera radijusa, a taj iznosi £.

Alternativno, u ovom sluc¢aju jednadzbu z? + 32 = 1 mozemo rijesiti i eksplicitno i
izracunati derivaciju na direktan nacin.

Primjer 2.20 Prethodno izlozena tehnika deriviranja implicitno zadanih funkcija susrece
se u problemima u kojima se usporeduju razlicite brzine promjene povezanih veli¢ina.
Ihtiosauri su morski reptili koji su izumrli za vrijeme krede (izmedu 144 i 65 milijuna
godina prije danasnjeg doba). Analizom fosiliziranih kostura ihtiosaura postavljena je
hipoteza da su duljina lubanje i duljina kraljeznice ihtiosaura vezane jednadzbom

[duljina lubanje] = 1, 162[duljina kraljeznice]*"%3.
Zanima nas brzina rasta lubanje u odnosu na brzinu rasta kraljeznice u skladu s ovim
modelom.

Oznac¢imo s = dob ihtiosaura, a duljinu lubanje i duljinu kraljeznice ihtiosaura u dobi z
oznac¢imo s L(z) i K(x), respektivno. Imamo, dakle, L(x) = 1,162- K (2)%%33. Derivirajuéi
obje strane ove jednakosti dobivamo L'(x) = 1,162 - 0,933 - K (2)%?33~1K’(z). Dobivenu

jednakost mozemo pisati u obliku L'(z) = (1 162 - K (x)%93%)0,933 - % )K’( x) =0,933 -

L(m)K%z) (). Konaé¢no, odavde imamo 9 )L’( )_0’933K(x) "(z).

Kako je faktor 0,933 manji od 1, zaklju¢ujemo da lubanja raste sporije od kraljeznice.
To je i inac¢e uobic¢ajeno za mnoge kraljeznjake: mladunc¢ad obi¢no ima glavu veéu od
odraslih jedinki u usporedbi s duljinom tijela.

Zadaci: 4. domacéa zadacéa

1. Izracunajte (y/z)" za x > 0 racunajudi izravno limes iz definicije derivacije.

2. Izravno (koristeéi definiciju) izra¢unajte (x%rl)’ . Provjerite dobiveni rezultat koristeci
formulu za derivaciju kvocijenta.

3. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije f(x) = % u tocki (3, f(3)).

4. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije f(z) = 22 — 2z u tocki (1, f(1)).

5. Neka je put koji je objekt u kretanju presao do trenutka ¢ dan funkcijom s(t) = 2g—0t2.

Odredite prijedeni put i trenutnu brzinu u trenutku t = %

6. Izracunajte f'(r) ako je: (a) f(z) = 222 — 32*, (b) f(x )—a: — 2?2+ 6247,

() f(z) = (c— 1)a® — 2, (d) f(x)zbzi*,m) fla) = 2.
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11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

Odredite tocku na grafu funkcije f(x) = %SL‘Q + 4z u kojoj je tangenta paralelna
pravcu y = —.

. Odredite to¢ku na grafu funkcije f(z) = %:E?’ —222 —z+1 u kojoj je tangenta okomita

na pravac Yy = —%CC.

. Izracunajte f’(z) ako je (a) f(z) = (V& + )2z — V), (b) f(x) = %%ﬁ

10.

Izracunajte f’'(x) ako je (a) f(z) = (z + (22 — 1)3)2, (b) f(z) = (%ﬂ)?’

Koristedi pravilo za derivaciju kompozicije odredite h'(z) ako je h(z) = v/ f(z) + g(x),
pri éemu su f i g derivabilne funkcije. Specijalizirajte dobiveni rezultat za f(z) = 22

ig(x) = =

Izracunajte f”(x) ako je: (a) f(z) = ﬁ, (b) f(z) = ;—1;, x # —2.
Koristedi teorem 2.16 izracunajte f’(z) ako je f(z) = Jx.

Koristeéi teorem 2.16 izracunajte f’(z) ako je f(x) = {/x pri ¢emu je n € N.

Koristeéi rezultat prethodnog zadatka pokazite da je za svaki racionalan broj r =
m m,n € N, funkcija f(z) = 2" derivabilna za x > 0 te pokazite da vrijedi (z")" =
ra" L

Utvrdite u kojim tockama je funkcija f(x) = v/1 — 22 derivabilna pa izracunajte
f'(@).

Cilindri¢ni rezervoar polumjera baze r = 5 m napunjen je vodom do visine h.

(a) Odredite volumen vode V'(h) u ovisnosti o visini h.

(b) Ako otvorimo ventil voda ée istjecati brzinom 250 1/min (1 kubi¢ni metar iznosi
1000 1). Odredite brzinu kojom se razina vode spusta.
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2.2 Derivacije elementarnih funkcija. Svojstva derivabilnih funkcija

U prethodnoj tocki izlozili smo pravila deriviranja i vidjeli neke jednostavne primjere.
Posebno, pokazali smo da vrijedi (z") = naz""!, n € N i stovise (vidite 15. zadatak u
4. domacéoj zadadi), (z") =rz"" L, r € Q.

U ovoj tocki pokazat ¢emo i da su ostale elementarne funkcije derivabilne i izvesti
najvaznije formule.

Propozicija 2.21 Funkcije sin, cos, tan i cot derivabilne su na svojim prirodnim dome-

nama te vrijedi (sinz)’ = cos, (cosz) = —sinz, (tanz) = —L—, (cotz) = —Smlg

—.
Dokaz: Primjenom adicijske formule za sinus dobivamo

sin(z +h) —sinz ( . cosh—1 sin h)
= lim ( sinx———— + cosx W)

. / — 1
(sinz) hs0 h h—0

Koristeéi pravilo o zbroju limesa iz teorema 1.45 (Sto smijemo jer oba pojedinacna
limesa koje ¢emo dobiti postoje) dobivamo

. , ) . cosh—1 . sinh
(sinz) =sinx - lim ——— 4 cosz - lim .
h—0 h—0
cosh—1 sin h
S obzirom da iz primjera 1.52 znamo lim———— = 01i lim =1, slijedi (sinz) =
h—0 h h—0
COS .
Potpuno analogno se izvede formula za derivaciju kosinusa. Preostale dvije formule se
dobivaju pravilom za derivaciju kvocijenta. O

Primjer 2.22 (a) Za f(x) = sin? x — 3 cos® v imamo f'(x) = 2sinz cosx + 9 cos? rsin z.
(b) Za f(x) = sin(z?) imamo f’(z) = 2z cos(x?).

Napomena 2.23 U tocki 1.2 u pregledu elementarnih funkcija izostavili smo inverzne
funkcije trigonometrijskih funkcija - tzv. arkus funkcije.

Trigonometrijske funkcije su periodi¢ne te stoga ne mogu biti injektivne. Zato zapravo
mozemo govoriti samo o inverznim funkcijama restrikcija trigonometrijskih funkcija na
intervale na kojima su one injektivna preslikavanja. Pogledajmo za ilustraciju primjer

tangensa.
Funkcija tan definirana je na R\ {§ + k7 : k € Z}. Ako promatramo restrikciju
na interval (-5, %) vidi se da je tan : (=3,5) — R bijekcija. Zato ima smisla govo-

riti o inverznoj funkciji arctan : R — (—7,%). Kako su obje ove funkcije neprekidne
=L #£0,Vz e (—%,%), nalazimo se u

i kako je funkcija tan derivabilna i (tanz) = -
uvjetima teorema 2.16. Tako zakljuc¢ujemo da je i arctan z derivabilna funkcija te vrijedi

(arctanz)’ = —+—— = cos?(arctan x), V € R.

cos2 (arctan z)
Oznagimo cos?(arctan z) = k. Sada je sin?(arctan z) = 1—k, pa dobivamo tan?(arctan )
= % S druge strane, tan(arctanz) = z pa usporedivanjem slijedi 22 = % Kona¢no,

odavde je k = ﬁ Izracunali smo, dakle, (arctanx) = Tlxg, YV € R.
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Primjer 2.24 Neka je f(x) = arctan(y) gdje je a # 0 kontanta. Primjenjujuci pravilo za
derivaciju kompozicije i koristeéi rezultat iz prethodne napomene dobivamo

[

e _ _
al+ % z? + a?

Propozicija 2.25 Fksponencijalna funkcija je derivabilna na R i vrijedi (e*) = e, Vx €
R.

Dokaz: Uzmimo proizvoljan z. Po definiciji derivacije imamo

ez+h — et eh -1
e?’) = lim————— = ¢ lim
( ) h—0 h h—0
Prema primjeru 1.52, zadnji limes iznosi 1. To povlaci da je (%) = e”. |

Vidimo dakle da za eksponencijalnu funkciju vrijedi f'(z) = f(x), Vz; drugim rije¢ima,
' = f. Kasnije ¢emo pokazati da je eksponencijalna funkcija (upravo ova s prirodnom
bazom e) jedina funkcija sa svojstvom f' = f.

Primjer 2.26 (a) (¢*") = 2ze”’.
(b) (ecx)l — CeCfC.
(c) Neka je a > 0, a # 1. (a®) = (e™9?) = (Ina)e™* = (Ina)a®.

Propozicija 2.27 Funkcija In je derivabilna na svojoj prirodnoj domeni i vrijedi (Inz)" =
1

~ Vo e RT.

x

Dokaz: Funkcije exp : R — R* i ln : RY — R su neprekidne bijekcije (jedna drugoj
inverzne), exp je derivabilna u svakoj tocki svoje domene i (e*) = e # 0. Prema teoremu

2.16 zato je i In derivabilna u svakoj tocki svoje domene te vrijedi (Inz) = elix = % |

Primjer 2.28 Neka je f(xz) = 2%, > 0. Funkcija f je derivabilna, a njenu derivaciju
mozemo izracunati tzv. logaritamskim deriviranjem: f/'(z) = ((e®)%) = (e*In®) =
(Inz + 1)e*m? = (Inx + 1)2*.

Primjer 2.29 U 8. zadatku u 2. domacoj zadaci opisali smo Bartalanffyjev model rasta
riba dan formulom L(z) = L(1 — e~**) gdje su L i k pozitivne konstante. Ovdje je L(x)
duljina ribe u dobi z. Model nije posve realistican jer imamo L(0) = 0.

Pogledajmo sada doradeniji model dan funkcijom L(z) = M — Le % gdje je i M
konstanta i vrijedi 0 < L < M. T ovo je rastuca funkcija na cijelom skupu R* (5to odrazava
osnovnu pretpostavku pod kojom je model sagraden, naime da ribe rastu tijekom cijelog
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zivota). Dalje, L(0) = M — L i lim L(z) = M. To znaéi da je M teorijski maksimum
T—r 00

duljine do koje riba moze narasti u ovom modelu. Promijenimo zato oznaku; stavimo

M = L. 1z L(0) = M — L sada imamo L = Lo, — L(0). Tako dobivamo (ako jos i L(0)

oznac¢imo prikladno s L)

L(z) = Loo — (Loo — Lo)e™*2.

Uocimo da je L'(z) = k(Loo — Lo)e™ §to je padajuéa funkcija. Kako derivacija L'(z)
predstavlja brzinu rasta u starosti x, to vidimo da ribe u ovom modelu rastu cjelozivotno
ali da brzina rasta opada sa staroscéu.

Primjer 2.30 Opéa logisticka funkcija je dana s f(x) = Tf({mﬂb), gdje su K, ¢, m po-

zitivne, a b proizvoljna konstanta. U 9. zadatku u 3. domacoj zada¢i pokazali smo da

je lim f(z) = K. Moze se pokazati i elementarno® (pokusajte) da na intervalu [0, c0)
T—r00

funkcija f raste od f(0) do K. Zasad samo primijetimo da je

mCKe—(mx-i-b)
(1 + Cef(m:t+b))2 ’

fi(x) =

Primjer 2.31 Neka B(t) oznacava koli¢inu biomase na nekom podruéju u trenutku t.
Pretpostavimo da B(t) ovisi o jednom jedinom resursu (npr. dusiku) ¢ija koncentracija
neka bude oznacena s R.

Promotrimo Monodovu funkciju rasta f(R) = ,ﬁ%, gdje su a i k pozitivne konstante
i pretpostavimo da vrijedi

B(t) = lwrr—m)t,

gdje je m konstanta takva da vrijedi m < a. Brzina promjene koli¢ine biomase je sada
B'(t), a razlomak % se onda interpretira kao brzina promjene koli¢ine biomase po
jedinici koli¢ine.

Ovdje je B'(t) = (ak%% — m)B(t), pa imamo

B() R
B(t)  “k+r

U ovom modelu se m shvac¢a kao ” gubitak biomase po jedinici koli¢ine”. Smisao je sljededi:
ako je ak%% —m =0, tj. ako je ak%% = m, rasta nema. RjeSavanjem ove jednadzbe po R
dobivamo rjeSenje R* = a"_"”il . Ako je, dakle, R = R* kazemo da je biomasa u ekvilibriju
(jer za tu vrijednost koncentracije resursa (dusika) nema rasta). Ako je R > R* onda
je ak%z > m i biomasa se pove¢ava. Ako je pak R < R* onda je ak%z < m i imamo

negativan rast, tj. biomasa se smanjuje.

4To ¢emo u idudoj tocki uciniti primjenom derivacija.
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Definicija 2.32 Neka je funkcija f definirana na svojoj prirodnoj domeni D. KaZemo da
f ima u tocki xq:

e lokalni maksimum, ako postoji interval (xg — 0,20+ ) C D, (6 > 0), oko tocke xg
takav da je f(xo) > f(z), Vo € (xg — d,z0 +0);

e lokalni minimum, ako postoji interval (xg — d,x9 + ) C D, (6 > 0), oko tocke x
takav da je f(xo) < f(z), Vx € (xg — d, 20 + 0);

e globalni maksimum na skupu A C D, ako je zg € A i f(xo) > f(x), Va € A;
e globalni minimum na skupu A C D, ako je xg € A i f(zo) < f(z), Vo € A;

Jos se kaZe da je tocka xq tocka lokalnog maksimuma ili lokalnog minimuma, odnosno
globalnog maksimuma ili minimuma. Tocke s ovim svojstvom zajednickim se imenom zovu
ekstremi (ili tocke ekstrema) funkcije f i, ovisno o njihovoj prirodi, govorimo o lokalnim
ili globalnim ekstremima.

Pogledajmo najprije nekoliko jednostavnih primjera. Neka je f(z) = x 4+ 1. Prirodna
domena ove funkcije je R. Kako se radi o rastuéoj funkciji, jasno je da ona nema lokalnih
ekstrema. Egzistencija globalnih ekstrema na skupu A ovisi o izboru skupa A. Ukoliko
uzmemo A = R, dakle, ako Zelimo govoriti o globalnim ekstremima na ¢itavoj prirodnoj
domeni, jasno je da ih u ovom slu¢aju nema. Ako uzmemo interval A = (a,b), globalnih
ekstrema funkcije f na ovom skupu A opet nema. Ako pak uzmemo segment A = [a, b)
onda vidimo da je tocka a globalni minimum, a tocka b globalni maksimum funkcije f na
ovako odabranom skupu A.

Napomena 2.33 Cesto je potrebno odrediti globalne ekstreme funkcije na ¢itavoj njezi-
noj prirodnoj domeni (dakle, u sluéaju A = D). U tom slu¢aju jednostavno govorimo o
globalnim ekstremima.

Jo§ primijetimo: ako je xg totka globalnog ekstrema funkcije f i ako xg nije rubna
tocka domene od f, onda je xp ujedno i tocka lokalnog ekstrema za f.

Funkcija f(z) = 22 ima lokalni minimum i globalni minimum u to¢ki zop = 0. Nema
ni lokalnih, ni globalnih maksimuma.

Funkcija f(x) = cosx ima beskona¢no mnogo globalnih maksimuma (u tockama = =
2km, k € Z) i beskona¢no mnogo globalnih minimuma (u tockama x = (2k + 1)m, k € Z).
Sve su te tocke ujedno i lokalni maksimumi, odnosno minimumi.

Funkcija e® nema ni lokalnih ni globalnih ekstrema.

Metode matematicke analize omogucuju nam istrazivanje lokalnih i globalnih ekstrema.
U nacelu, derivacije predstavljaju prikladan alat za analizu lokalnih ekstrema. Istrazivanje
globalnih ekstrema je teze. Medutim, sljedeéi rezultat ¢e nam biti izuzetno koristan. U
stvari se radi o jednom od najvaznijih rezultata za neprekidne funkcije. Bitnu ulogu u
teoremu igra to §to promatramo djelovanje funkcije na segmentu. Gotovo da se radi o in-
terakciji pojmova neprekidnosti funkcije i kompaktnosti segmenta. Kompaktnost je pojam
koji ovdje neé¢emo opisivati, te stoga teorem navodimo bez dokaza. Jedan elementaran,
ali niposto lagan dokaz se nalazi medu napomenama i komentarima na kraju poglavlja.
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Teorem 2.34 Neka je f neprekidna funkcija na segmentu |a,b]. Tada postoje tocke glo-
balnog minimuma i globalnog maksimuma funkcije f na segmentu [a,b).

Okrenimo se sada istrazivanju lokalnih ekstrema. Sljedeéi rezultat je takoder funda-
mentalan.

Teorem 2.35 (Fermat) Neka je f derivabilna u tocki xg, te neka je xg tocka lokalnog
ekstrema za f. Tada je f'(x) = 0.

Dokaz: Podsjetimo se da derivabilnost funkcije f u zg podrazumijeva, po definiciji, da je
f definirana na nekom intervalu (a, b) koji sadrzi tocku x.

Pretpostavimo da je xy tocka lokalnog minimuma za f. Dakle, postoji § > 0 takav da
je (xo — d,20 + 0) C (a,b) i vrijedi f(zo) < f(x), V € (xo — 0,20 + I).
f(@o +h) — f(zo)

h

van (ili jednak 0) i kad A — 0 na limesu dobijemo f'(zp) < 0. Analogno, kad je h > 0 i
kad A — 0 na limesu dobijemo f’(z) > 0. To je moguée jedino tako da je f'(zg) = 0. O

Po definiciji je f'(xg) = }llin%) . Ako je h < 0 ovaj razlomak je negati-
%

Napomena 2.36 (a) Pogledajmo funkciju f(x) = 2. Znamo da je xg = 0 lokalni mini-
mum za f. Zaista je, kako teorem tvrdi, f/(0) = 0.

(b) Teorem tvrdi da je za derivabilne funkcije jednakost f’(x¢) = 0 nuzan uvjet lokalnog
ekstrema. Primjer funkcije f(z) = 22 i tocke zg = 0 pokazuje da taj uvjet nije i dovoljan.

Tocke z sa svojstvom f/(z) = 0 su, dakle, samo kandidati za lokalne ektreme. Takve
tocke se nazivaju kriticne ili stacionarne tocke (funkcije f).

(c) Istaknimo da teorem ne jaméi egzistenciju lokalnih ekstrema.

Napomena 2.37 Kombinirana primjena teorema 2.34 i 2.35 omogucuje nalazenje glo-
balnih ekstrema na segmentu za Siroku klasu funkcija.

Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija na segmentu [a, b] 1 derivabilna na intervalu
(a,b). Prema teoremu 2.34, postoje toctke z1,zy takve da je f(z1) < f(x) < f(x2), Vo €
[a,b] (1 1 x2 su, dakle, tocke globalnog minimuma, odnosno maksimuma funkcije f na
segmentu [a, b]).

Tocke x1 i £9 mogu biti rubne ili unutrasnje. Medutim, ako je koja od tih tocaka
unutrasnja (tj. ako lezi u (a,b)), onda je to tocka lokalnog ektrema za f i zato mora biti
kriti¢na tocka, dakle, nul-tocka derivacije f’.

Iz ovoga nalazimo sljedeéu proceduru za odredivanje globalnih ekstrema funkcije f na
segmentu [a, b] (ali uz uvjet da je f neprekidna na tom segmentu i derivabilna na intervalu

(a,0)).
e izracunaj vrijednosti f(a) i f(b);
e odredi f’ i rijesi jednadzbu f’(xz) = 0; neka je S skup svih rjesenja te jednadzbe na

intervalu (a, b);
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e izracunaj vrijednosti f(c) za sve ¢ € S i usporedis f(a)i f(b). Medu tim brojevima
odredi najmanji i najveci; to su trazeni globalni minimum i maksimum, a tocke u
kojima su funkcijske vrijednosti najveéa, odnosno najmanja, su tocke u kojima se ti
globalni ekstremi postizu.

Napomena 2.38 U primjenama je skup S iz prethodne napomene najces¢e konacan. No,
to ne mora biti tako. Pogledajmo funkciju

0, z=0
rsinl, x€(0,1]

T’

)= {

Ocito, f je neprekidna na [0,1] i derivabilna na (a,b), a u ovom slucaju imamo S = {z= :
k € N}.

Primjer 2.39 Odredimo globalni minimum i maksimum funkcije f(z) = 22 — x na seg-

mentu [0, 1]. Slijedimo proceduru opisanu u prethodnoj napomeni.

f(0) = f(1) = 0. Kako je f'(x) = 2z — 1, vidimo da je jedina kriti¢cna tocka ove
funkcije tocka x1 = % i, Sto je u ovom primjeru vazno, zaista je % € [0,1].

Kako je f(%) = —%, zakljuéujemo: tocka x; = % je tocka globalnog minimuma ove
funkcije na segmentu [0,1] i taj globalni minimum iznosi —i, a tocke 0 i 1 su tocke
globalnog maksimuma ove funkcije na segmentu [0, 1] i taj glabalni maksimum iznosi 0.

Napomena 2.40 U primjerima poput prethodnog (na kakve se odnose prethodne dvije
napomene) ne moze se unaprijed zakljuciti jesu li trazene tocke rubne ili unutrasnje.
Uocimo takoder da tocke globalnih ekstrema nisu jedinstvene (kao $to je to sluc¢aj u
prethodnom primjeru). Sliéno, promotrite funkciju f(x) = cosx na segmentu (npr.)
[0, 47].

Sljede¢a dva teorema spadaju u skupinu tzv. teorema srednje vrijednosti i igraju
temeljnu ulogu u primjenama diferencijalnog racuna.

Teorem 2.41 (Rolle) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna na
intervalu (a,b), te neka vrijedi f(a) = f(b). Tada postoji tocka ¢ € (a,b) za koju je
7(e)=o.

Dokaz: Ako je f konstanta na [a,b], tj. ako vrijedi f(a) = f(z), Vx € [a,b], onda je
f(x) =0, Vz € (a,b).

Prema teoremu 2.34 postoje globalni ekstremi funkcije f na [a,b]. Ako f nije konstanta
onda bar jedna od tocaka njezinih globalnih ekstrema na [a, b] mora biti unutrasnja tocka
¢ (jer su vrijednosti na rubovima prema pretpostavci jednake). Zato je tocka ¢ ujedno i
tocka lokalnog ekstrema za f na intervalu (a,b). Sada iz teorema 2.35 slijedi f'(c¢) = 0. O
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Napomena 2.42 Geometrijskim jezikom receno, pod pretpostavkama Rolleovog teorema,
postoji tocka iz intervala (a,b) u kojoj je tangenta na graf funkcije f horizontalna.

Rolleov teorem: f(z) = —(z —2)2+9

Teorem 2.43 (Lagrange) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna
f(0)—f(a)

na intervalu (a,b). Tada postoji tocka c € (a,b) za koju je f'(c) = “5=r—"

Dokaz: Funkcija g definirana s g(z) = f(z) — M(aj — a) zadovoljava pretpostavke

b—a
Rolleovog teorema. Zato postoji ¢ € (a,b) takva da je ¢’(c) = 0. Kako je ¢'(c) =
f'(e) — w, tvrdnja slijedi. 0

Napomena 2.44 Uocimo da je W koeficijent smjera sekante grafa funkcije f koja

prolazi tockama (a, f(a)) i (b, f(b)). Geometrijskim jezikom rec¢eno, Lagrangeov teorem
tvrdi da pod navedenim pretpostavkama postoji tocka ¢ € (a,b) u kojoj je tangenta na
graf funkcije f paralelna sekanti kroz tocke (a, f(a)) i (b, f(b)).

U fizikalnoj interpretaciji, ako f(z) predstavlja prijedeni put do trenutka x, Lagrangeov
teorem kaze da postoji trenutak ¢ € (a,b) u kojem je trenutna brzina jednaka prosje¢noj
brzini ostvarenoj u vremenskom odsjecku [a, b].

Lagrangeov teorem: f(z) =22 —-32x+3,a=0,b=3,c= %

Korolar 2.45 Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna na intervalu
(a,b), te ako za brojeve m, M wrijedi m < f'(z) < M, Vx € (a,b), onda je m(b—a) <

f(b) = fla) < M(b—a).
Dokaz: Prema Langrangeovom teoremu postoji ¢ € (a,b) sa svojstvom f/(c) =

U fb)—f(a)
Zbog pretpostavke odavde slijedi m < Taa <M. O

Derivacija konstante je nul-funkcija. Sljedeéi korolar donosi obrat koji igra jednu od
fundamentalnih uloga u teoriji integracije.

Korolar 2.46 Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b], derivabilna na intervalu
(a,b) i ako vrijedi f'(x) =0, Va € (a,b), onda je f konstanta na [a,b).
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Dokaz: Uzmimo d sa svojstvom a < d < b. Treba pokazati da je f(d) = f(a). Promotrimo
funkciju f na segmentu [a,d]. Na tom segmentu funkcija f zadovoljava uvjete prethodnog
korolara s konstantama m = M = 0. Prema tvrdnji tog korolara sada slijedi 0 < f(d) —
f(a) <0, dakle f(d) = f(a), Vd € [a,]. O

Zadaci: 5. domaca zadaéa

1.

. Neka je rast neke populacije u vremenu opisan logistickom funkcijom f(z) =

. Za model rasta opisan logistickom funkcijom f(z) =

Derivirajte funkcije: (a) f(z) = =3 cos*(32* — 1), (b) f(z) = 2tan(l — z?),
(¢) f(z) =sinzcosz, (d) f(z) = sie. () fz) = {gs, () f(z) =sin’(2® —1).

. Derivirajte funkcije: (a) f(z ) = _”32“‘”_1, (b) f(z) = m&=, (¢) f(x) = cos(e”),
) =

(d) f(z) =271, (e) f(a

. Za navedene funkcije odredite prirodne domene, uvjerite se da su derivabilne na

svojim prirodnim domenama i izraéunajte derivacije: (a) f(z) = In(z?), (b) In? 2z,
(c) fz) = ln(11+3’;) (d) In(sinz).

K
THce—me >
K,c,m > 0. (U usporedbi s opéim oblikom ove funkcije navedenim u primjeru 2.30

ovdje je b=0.)

(a) Neka je pocetna brojnost populacije f(0) = Ny. Izrazite konstantu ¢ u ovisnosti o
No i K (podsjetimo se da je u ovom slucaju f(z) < K, Vx > 0, te da je f rastuca na
skupu R™; tako da ¢e ovdje konstanta c biti izrazena pomoc¢u donje i gornje ograde
funkcije f).

(b) Pokazite da vrijedi f'(z) = mf(z)(1 — ﬂ) i, posebno, f'(x) > 0, Vx > 0.

. Odredite polinom drugog stupnja p koji zadovoljava uvjete p(—1) = 0, p'(1) = 5,

p"(0) = 1.

. Neka je rast neke populacije opisan funkcijom B(t) = K + acos(”—%) gdje su a, K, T

pozitivne konstante. Pokazite da vrijedi B'(t) = 7= (K — B(t —

T)).

\_/\_/

(Primijetimo da u ovom primjeru brzina rasta u trenutku ¢, B’(t), ovisi o brojnosti
populacije u ¢asu t — T. Dakle, u ovaj model rasta ugraden je Vremenski odmak
za pozitivnu konstantu 7. Interpretacija je sljede¢a: razmnozavanje nastupa tek
nakon 7' vremenskih jedinica kad se dosegne odredena zrelost i zato rast populacije
u trenutku ¢ ovisi o brojnosti populacije u trenutku ¢t — 7'.)

Skicirajte graf neke funkcije koja je neprekidna na segmantu [1, 3] i na tom segmentu
postize globalni minimum i maksimum u (nekim) unutrasnjim tockama.

W’ K,c,m > 0, brzina
rasta je, prema zadatku 4, dana s f'(z) = mf(x)(1 — %) S obzirom da su m i
K konstante, vidimo da ovdje brzina rasta f’(x) ovisi o brojnosti populacije f(x).
Promotrimo poblize tu ovisnost.
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10.

11.

12.

13.

Pogledajmo funkciju g(t) = mt(1 — %) (konstante m i K su iste kao za funkciju f).
Prirodna domena ove funkcije je ¢itav skup R. Medutim, u nasim razmatranjima
varijabla ¢ igra ulogu brojnosti populacije f(z). Iz zadatka 4 znamo da je f rastuca
funkcija te da vrijedi f(0) = ILJFC < f(z) < K. Zato je za naSe razmatranje relevantno
proucavati samo restrikciju funkcije g na interval [%c, K).

Na intervalima ovakve vrste teorem 2.34 nije primjenjiv. Da bismo ga mogli pri-
mijeniti, promatrat ¢éemo funkciju g na segmentu [-£-, K] (5to mozemo jer g(K) je

T+c?
dobro definirano).
(a) Pokazite da je tocka ¢t = % tocka globalnog maksimuma funkcije g na segmentu
i K.

(b) Interpretirajte dobiveni rezultat u promatranom modelu rasta opisanom funkci-
jom f. (Uputa: kada, tj. u kojim okolnostima je brzina rasta promatrane populacije
najveca?)

. Odredite globalni minimum i maksimum funkcije f(r) = 2% — 62 na segmentu (a)

[0,6], (b) [0, 7].

Dokazite pomoéu Lagrangeovog teorema da za funkciju f(z) = 2® postoji tocka
x € (—1,1) za koju vrijedi f'(x) = 1. Nakon toga odredite sve takve tocke.

Za t > 0 put koji automobil prijede u [0,¢] dan je formulom s(t) = z5st3. Odredite
trenutak t € (1,5) u kojem e trenutna brzina biti jednaka prosjecnoj brzini u
vremenskom odsjecku [1, 5].

Neka je f(z) = e 1, 2 € [-2,2]. Provjerite da je f neprekidna na [—2,2]. Provjerite
da je f derivabilna na (—2,2) \ {0} te da f nije derivabilna u tocki 0. Provjerite da
je f(=2) = f(2). Provjerite da ne postoji tocka ¢ € (—2,2) za koju vrijedi f'(c) = 0.
Obrazlozite zasto ovo nije u kontradikciji s Rolleovim teoremom.

axr

Odredite globalni minimum i maksimum Monodove funkcije f(z) = %% (a i k su

pozitivne konstante) na segmentu [0, s] za proizvoljan s > 0. Mozete li iz dobivenog
rezultata zakljuéiti da f nema lokalnih ekstrema na skupu R*?
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2.3 Primjene

Podsjetimo se pojma rastuce, odnosno padajuce funkcije: funkcija f je rastuca na skupu S
ako x1,me € S, 11 < w92 = f(x1) < f(x2). Ako pak vrijedi x1,22 € S, 1 < x2 = f(21) >
f(x2), kaze se da je funkcija f padajuéa na S. U oba slucaja kazemo da je funkcija f
monotona na S. Ponekad se kaze da su funkcije s ovim svojstvima strogo rastucée, odnosno
strogo padajuce. Kaze se takoder da je skup S u ovoj situaciji podruéje rasta (pada) za
f, odnosno da f raste (pada) na S.

Intervale na kojima derivabilne funkcije rastu, odnosno padaju mozemo lako pronadi.

Teorem 2.47 Neka je f neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna na intervalu (a,b).
(1) Ako je f'(x) > 0, Vx € (a,b), onda je f rastuéa na |a,b).
(2) (1) Ako je f'(z) <0, Vz € (a,b), onda je [ padajuéa na [a,b].

Dokaz: (1) Uzmimo z1,z2 € [a,b], x1 < x2. Uotavamo da je f neprekidna na [z, 2] i
derivabilna na (z1,z2). Prema Lagrangeovom teoremu sada postoji ¢ € (x1,z2) tako da
vrijedi f(z2) — f(z1) = f'(c)(ws — 1) > 0.

(2) Analogno. Alternativno, moze se primijeniti ve¢ dokazana tvrdnja na funkciju — f.
O

Napomena 2.48 (a) Tvrdnja teorema vrijedi i za funkcije derivabilne na beskonaénim
intervalima oblika (—oo,b) i (a,00). Takoder, i za funkcije neprekidne na poluzatvorenim
intervalima oblika (—o0,b] i [a,00) i derivabilne u unutrasnjosti tih intervala.

(b) Obrat tvrdnje teorema ne vrijedi u tako strogom obliku. Uoc¢imo da je funkcija
f(z) = 23 rastuéa na R, no nije totno da vrijedi f/'(z) > 0 za sve tocke x. Moze se
pokazati: ako je funkcija derivabilna i rastuéa na otvorenom intervalu, onda je f'(z) >0
za sve tocke tog intervala. Analogna tvrdnja vrijedi za padajuce funkcije.

K,c,m > 0. Ocito je f

mx

Primjer 2.49 Promotrimo logisticku funkciju f(z) =

T
neprekidna na [0, 00) i derivabilna na (0,00). Vidjeli smo ve¢ da je f'(x) =
0, Vo > 0. Dakle, f raste na [0, c0).

mcKe”
(14ce—m=)2

Primjer 2. 50 Monodova funkcija f(z) = 2&

Tss @,k > 0, takoder raste na [0,00). Naime,
fl(x) = k+z)2 >0, Vo > 0.

Primjer 2.51 Funkcija L(z) = Loo — (Loo — Lo)e ™", k, Lo, Loo > 0, Ly < Lo, koja
opisuje Bartalanffyjev modela rasta riba takoder je rastuéa na [0,00). Naime, L'(z) =
k(Loo — Lo)e™™ > 0, Yz > 0.
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Sad se okre¢emo daljnjem istrazivanju lokalnih ekstrema. Prema Fermatovom teoremu,
nuzan uvjet da bi tocka x bila tocka lokalnog ekstrema derivabilne funkcije je f/(x) = 0.
Tocke s ovim svojstvom se zovu kriti¢éne i znamo da su one samo kandidati za tocke lokalnih
ekstrema. ViSe se moze rec¢i ako znamo da je funkcija derivabilna u okolini kriti¢ne tocke.

Teorem 2.52 Neka je f derivabilna na intervalu (zg — 0,9 + 6), § > 0.

(1) Ako je f'(x) > 0 za sve x € (x9—0,x0), f'(x0) =01 f'(x) <0 za svex € (xg,x0+9),
onda je xqo tocka lokalnog maksimuma za f.

(2) Ako je f'(x) < 0 za sve x € (xg—0,x0), f'(x0) =01 f'(x) > 0 za svex € (xg,x0+9),
onda je xqo tocka lokalnog minimuma za f.

Dokaz: U prvom slucaju f je, prema teoremu 2.47, rastuéa lijevo od zg i padajuéa desno
od xg; dakle, zg je tocka lokalnog maksimuma.

Preciznije citiranje teorema 2.47 pokazalo bi da je xy ¢ak tocka strogog lokalnog mak-
simuma za f.

Argumentacija za drugu tvrdnju je analogna. a

Primjer 2.53 Istrazimo podruc¢ja rasta i pada i nadimo tocke lokalnih ekstrema (ako
postoje) funkcije f(z) = 1zt — %x?’ —z?+ 1.

Jerje f'(z) = 23 —2? - 22 = (22 —2—2) = x(x+1)(z—2), vidimo da su kriti¢ne tocke
x1 = —1,29 = 0,23 = 2. Nadalje, rjesenje nejednadzbe f’'(x) < 0 je skup (—oo, —1)U(0, 2).
Prema teoremu 2.47 na tom skupu f pada. Osim toga, proizlazi da je rjeSenje nejednadzbe
f'(x) > 0 skup (—1,0) U (2,00) te, prema teoremu 2.47, na to skupu f raste. Ako pad
funkcije na nekom skupu naznac¢imo simbolom Y\, i, analogno, rast naznac¢imo simbolom
/", ponadanje funkcije zorno mozemo predociti sljedeé¢im dijagramom:

p / NS
(—00,—1) (=1,0) (0,2) (2,00)

Primjenom teorema 2.52 sad lako zaklju¢ujemo da su tocke —1 i 2 tocke lokalnih mini-
muma, dok je 0 tocka lokalnog maksimuma.

Definicija 2.54 Neka je funkcija f derivabilna na otvorenom intervalu (mogudce i besko-
naénom) I. KaZemo da je f konveksna na I ako je f' rastuéa funkcija na I. KaZemo da
je f konkavna na I ako je f' padajuéa funkcija na I.

Primjer 2.55 Funkcija f(x) = 22 je konveksna na R jer je f'(z) = 2z je rastuda funkcija
na R.

Za funkciju f(z) = 23 imamo f’(z) = 322 §to je padajuéa funkcija na (0o, 0) i rastuéa
funkcija na (0, 00). Dakle, f(z) = 2% je konkavna na intervalu R~ i konveksna na intervalu
RT.

3
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Napomena 2.56 (a) Ako je funkcija f konveksna na otvorenom intervalu I, funkcija f’
raste na I. Kako je f’(x) koeficijent smjera tangente na graf funkcije f u tocki (z, f(x)),
pokazaje se da je na intervalu I na kojem je f konveksna graf funkcije f uvijek (lokalno)
iznad tangente na graf. (Predocite si graf funkcije f(z) = z2.)

Obratno, u intervalu konkavnosti graf funkcije je uvijek (lokalno) ispod tangente na
graf. (Usporedite graf funkcije f(z) = 22 lijevo i desno od y-osi.)

(b) Gornja definicija konkavnosti i konveksnosti nije najopéenitija. Ovi pojmovi se
mogu uvesti i za funkcije koje nisu nuzno derivabilne.

Intervali konveksnosti i konkavnosti funkcije f su, dakle, intervali rasta i pada funkcije
f'. Ako je ta funkcija derivabilna, tj. ako je originalna funkcija f dva puta derivabilna,
intervali rasta i pada funkcije f’ se jednostavno odreduju uz pomo¢ teorema 2.47.

Korolar 2.57 Neka je f dva puta derivabilna na otvorenom intervalu I.
(1) Ako je f"(x) > 0, Vx € I onda je f konveksna na I.
(2) Ako je f"(x) < 0,Vz € I onda je f konkavna na I.

Propozicija 2.58 Neka je funkcija f dva puta derivabilna na otvorenom intervalu I, neka
je xg € I kriticna tocka za f.

(1) Ako je f"(xo) > 0 onda je zo tocka lokalnog minimuma za f.

(2) Ako je f"(x9) < 0 onda je xy tocka lokalnog maksimuma za f.

/ o
Dokaz: (1) Po definiciji druge derivacije imamo f”(xg) = lim Fi(@) = fiwo)

T—T0 T — X0
/
prema pretpostavci f'(zg) = 0, slijedi f”’(z¢) = lim [z) . Nadalje, kako je f”(zo) > 0,
T — X
!
mozemo pisati lim (@)

T—=x0 X — X(Q
limesa, i brojnik mora biti negativan za x u blizini tocke xg. Dakle, prema teoremu 2.47,

f je padajuéa lijevo od zg. Analogno vidimo da je f rastuca desno od xg. To upravo znaci
da je zop tocka lokalnog minimuma za f.

Dokaz druge tvrdnje ide analogno. Alternativno, i ovdje mozemo prijeéi na funkciju
— f 1 iskoristiti ve¢ dokazanu prvu tvrdnju. O

. Kako je

> 0. Ako je x < x¢, nazivnik je negativan, pa zbog pozitivnosti

Napomena 2.59 Vazno je uociti da propozicija pruza dovoljne uvjete za utvrdivanje
karaktera kriticnih toc¢aka, no ne i nuzne.

Na primjer, lako je vidjeti da funkcija f(x) = x
pritom ne vrijedi f”(xg) > 0.

Zato je bolje kriti¢ne tocke proucavati kako smo to ué¢inili u primjeru 2.53 promatrajuéi
tok funkcije. Metoda koju pruza propozicija 2.58 jest mozda brza, ali ne dovodi uvijek do
odgovora (kao §to pokazuje primjer funkcije f(z) = z%).

4 ima u 9 = 0 lokalni minimum, a
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Definicija 2.60 Neka je f derivabilna na otvorenom intervalu I. KaZemo da je tocka
¢ € 1 tocka infleksije za f ako f u tocki ¢ prelazi iz intervala konkavnosti u interval
konveksnosti ili obratno.

Primjer 2.61 (a) Ocito, tocka c = 0 je tocka infleksije za funkciju f(z) = 23.

(b) Funkcija f(z) = 2* je konveksna na R jer njezina derivacija f'(z) = 423 raste na
cijelom skupu R. Dakle, f nema tocaka infleksije. Primijetimo da je f”(0) = 0.

(¢) Odredimo intervale konkavnosti i konveksnosti te (ako postoje) tocke infleksije za
funkciju f(z) = 2 + 223 — 1222 + 122 — 11.

Nalazimo f'(x) = 423 + 622 — 242 + 121 f"(2) = 1222 + 122 — 24 = 12(22 + 2 — 2) =
12(x — 1)(z + 2). Preostaje rijesiti nejednadzbe f”(z) <01 f’(x) > 0.

U osnovi, postupamo kao u primjeru 2.53 samo $to sad analiziramo predznak druge
derivacije (a ne prve).

Vidimo da je f”(z) < 0zaz € (—2,1) pa je na tom intervalu funkcija konkavna. Dalje,
/() >0zaz € U(—o0,—2) U (1,00) pa je na toj uniji intervala funkcija konveksna. Po
definiciji sada proizlazi da su tocke —2 i 1 tocke infleksije za f.

Napomena 2.62 Moze se pokazati: ako je f dva puta derivabilna i ima u tocki c infleksiju
onda je f”(¢) = 0. Medutim, uvjet f”(¢) = 0 nije dovoljan da se zakljuci kako je ¢ tocka
infleksije za f (usp. (b) u prethodnom primjeru.)

Opisimo sada metodu nalazenja asimptota grafa funkcije. Neformalno govoredi, asimp-
tota je tangenta na graf ”u beskonac¢nosti”. Bazi¢no, imamo tri mogudée situacije:

Vertikalna, horizontalna i kosa asimptota

Definicija 2.63 Pravacy = b je horizontalna asimptota grafa funkcije f ako jeili lim f(x)
T—r—00
=bili lim f(z)="b.
T—r 00
Pravac x = c je vertikalna asimptota grafa funkcije f(x) ako je lim+f(ac) = oo ili
Tr—rcC
lim f(z) = —oo ili lim f(z) = oo ili lim f(x) = —oo (pri demu oznaka v — c*,
Tr—c Tr—c

z—ct
odnosno x — ¢~ podrazumijeva da se radi o jednostranim limesima s desna, odnosno s

lijeva u odnosu na tocku c).
Pravac y = kx+l1 je kosa asimptota grafa funkcije f ako vrijedi lim (f(z)—(kx+1)) =
T——00

0 ili xli)rgo(f(m) —(kz+1)) =0.
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Primjer 2.64 (a) Za logisticku funkciju f(z) = %, K,c,m > 0,imamo lim f(z) =
+ce T—>00

Ki lim f(x)=0. Toznacida je pravac y = 0 horizontalna asimptota grafa ove funkcije s
T—r—00
lijeve strane (u "negativnoj beskonacnosti”), dok je pravac y = K horizontalna asimptota
s desne strane (u ”pozitivnoj beskonacnosti”).
(b) Za f(z) = % pravac x = 0 je vertikalna asimptota.
(c) Neka je f(z) = e # 1. Nakon dijeljenja vidimo da je f(z) =z + 1 — % pa
(

r—1"

f(z)—(x+1)) = lim (— 3 1) = 0. Dakle, pravac y = = + 1 je kosa

T—00 xr —

slijedi da je lim
T—>00
asimptota.
Ovaj primjer je tipican. Kosa asimptota ¢e se uvijek pojaviti ako je f racionalna
funkcija ¢iji brojnik ima stupanj za jedan veéi od stupnja nazivnika.
Moze se pokazati: ako f ima kosu asimptotu, tada postoji bar jedan od limesa
o f@) @)
im , lim .

r——00 I r—00 I

Do sada izvedene ¢injenice omoguéuju nam da ispitamo i skiciramo graf svake deriva-
bilne funkcije. Nakon §to odredimo prirodnu domenu, intervale rasta i pada, tocke lokalnih
ekstrema, intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije i asimptote, obi¢no smo u
stanju vrlo precizno (u kvalitativnom smislu) skicirati graf dane funkcije.

Primjer 2.65 Neka je f(z) = %1:3 — 22 4+ 1. Prirodna domena je R. Dalje, f'(z) =
222 — 2 = 2(x + 1)(z — 1) odmah pokazuje da f raste na (—oo,—1) U (1,00) i pada na
(—=1,1). Jasno je da su —1 i 1 kritiéne tocke i iz toka funkcije je odmah vidljivo da je —1
tocka lokalnog maksimuma, dok je 1 tocka lokalnog minimuma. Uoc¢imo da je f(—1) = %
i f(1) = —%. Nadalje, f”(z) = 42 pa vidimo da je f konkavna na intervalu (—oo,0)
i konveksna na (0,00), te da je 0 tocka infleksije. Usput, uoc¢imo da je f”(—1) = —4 i
f"(1) = 4 sto je jos jedna potvrda ¢injenice da je —1 tocka lokalnog maksimuma, dok je
1 tocka lokalnog minimuma.

Naposljetku, vidljivo je da ovdje asimptoti nema, no korisno je primijetiti da vrijedi

xglzloof(x) = —00 i Ih_)ngof(:r) = 00.

Graf funkcije f(z) = 2% — 22 + 1

Derivacije imaju i brojne druge primjene. Spomenut ¢emo samo jos jednu. Cesto se
pri racunanju limesa pojave "neodredeni oblici” poput 8 ili 22.

Na primjer, pogledajmo ll\m % Ovaj limes ne mozemo izracunati primjenom teorema
o limesu kvocijenta jer kadxm Oi>eoo i brojnik i nazivnik teze u oo i ¢itav razlomak tezi
neodredenom obliku 2. To nije greska, nego samo znak da u ovom primjeru limes ne
mozemo racunati gledajuéi posebno brojnik, posebno nazivnik.

Ako su, medutim, funkcije derivabilne postoji vazan teorem koji rjeSava mnoge takve
situacije. Sljede¢i rezultat navodimo bez dokaza.
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Teorem 2.66 (L’Hospitalovo pravilo.) Neka su f i g derivabilne funkcije takve da vrijedi

/

lim f(x) = limg(z) = 0 dli lim f(z) = limg(x) = oco. Ako je lim f/(:t) = L onda je i
T—a T—a T—a T—a z—a g (1)
lim@ = L.
z—a g(x)
Napomena 2.67 Teorem vrijediiza a = —00ia = co.

U osnovi, teorem kaze: ako je lim@ "tesko” izraCunati onda mozemo pokusati

z—a g(x)

!/
T
izrac¢unati lim f/( ; ; ukoliko taj drugi limes postoji i znamo ga izracunati, to je ujedno i
z—ag'(x

rezultat polaznog limesa.

6 _ 64 62°
Primjer 2.68 (a) ;}_{%22 4 gl;—>2 Qxx

1—cos’zx 2sinxcosx

(b) lim — > ¥ =y TR TR
z—0 sinx z—0  COSZ
. X .
(¢) lim — = lim — =0.
x—00 e’ x—00 ¥

Zadaci: 6. domacéca zadacda

1. Izracunajte intervale rasta i pada te konkavnosti i konveksnosti za sljedece funkcije:
12
(a) f(z) = =32+ Ja” =3z +4, (b) f(2) = 1, (¢) f(2) = o=, (A) fla) =€ 7.

2. Pretpostavimo da je visina stabla kao funkcija starosti dana formulom v(z) =
396_%, x > 0. Pokazite da je v zaista rastuéa funkcija na skupu RT. Odredite

maksimalnu visinu koju stablo moze doseéi u ovom modelu. Odredite intervale kon-
veksnosti i konkavnosti funkcije v.

3. Odredite tocke infleksije logisticke funkcije f(r) = 5 Ji.)g(lh.

4. Odredite prirodnu domenu, nul-tocke, intervale rasta, pada, konkavnosti i kon-
veksnosti, lokalne ekstreme, tocke infleksije i asimptote te skicirajte graf sljedeé¢ih

funkcija: (a) {(ﬂ?) = o (0) (@) = 551, () f(2) = (2 +1), (d) f(z) = 324,
(e) fla) = 257

5. Pretpostavimo da je brzina rasta neke populacije dana jednadzbom f(N) = N(1 —
(%)’"), N >0, gdje je N velicina populacije, K pozitivna konstanta, a r parametar
(konstanta) veéi od 1. Odredite velicinu populacije za koju je brzina rasta maksi-

malna.
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6. Kako treba odabrati dimenzije pravokutnog vrta kojeg moramo ograditi sa (zadanih)
1200 m Zice, tako da mu povr§ina bude maksimalna?

Rjesenje. Owvakvi i sliéni optimizacijski problemi tipi¢no se rjeSavaju na sljedeéi
nacin.

Oznac¢imo duljine stranica trazenog pravokutnika s a i b (u metrima). S obzirom
na zadani opseg, treba vrijediti 2a + 2b = 1200. Povrsina takvog pravokutnika je
P = ab. 1z jednakosti 2a + 2b = 1200 slijedi da je b = 600 — a. Sad je povrsina
P zapravo funkcija duljine stranice a i imamo P(a) = a(600 — a). Treba odrediti
globalni maksimum ove funkcije na intervalu [0,600]. (Primijetimo da po prirodi
zadatka zapravo imamo 0 < a < 600, no uklju¢ili smo granice kako bismo problem
sveli na trazenje maksimuma neprekidne funkcije na segmentu. Funkcija P(a) je
zaista neprekidna.) Sad je P’(a) = 600 — 2a pa vidimo da je a = 300 jedina kriticna
tocka. Dakle, tocke globalnih ekstrema funkcije P na segmentu [0,600] nalaze se
medu tockama 0, 600 (to su rubne tocke koje uvijek moramo zasebno provjeriti),
300. Kako je P(0) = P(600) = 0 i P(300) = 90000, vidimo da je tocka a = 300
trazena tocka. Odavde je i b = 300 i izlazi da trazeni pravokutnik treba imati oblik
kvadrata.

7. (Fermatov princip refleksije) Neka je u ravnini dan pravac p i tocke A i B s iste
strane pravca p. Odredite tocku X na p tako zbroj duljina segmenata AX i XB
bude minimalan.

Rjesenje. Postavimo p u z-os, neka je A = (a1,az) i B = (b1,by). Bez smanje-
nja opcéenitosti smijemo pretpostaviti da je by > a;. Ako tocka X ima koordinate
(z,0) onda je zbroj duljina segmenata AX i XB funkcija od x dana s f(x) =
V(z —a1)? + a3 + /(b1 — 7)? + b3. Pokazuje se: ako s v i 3 oznacimo kutove koje
pravei X A i X B zatvaraju s z-osi, onda je f/'(z) = cosa — cos 8. Dakle, dobivamo
stacionarnu toc¢ku ako i samo ako je cosa = cos 3 §to je ekvivalentno (zbog «, 5 €
[0,7]) s « = . Lako se vidi da je odgovarajuéa tocka xy tocka minimuma pa se
izvodi zakljucak: ”put” je minimalan ako i samo ako je kut "ulaska” jednak kutu
"refleksije”.

Napomena. Postoji i jednostavan geometrijski argument koji pokazuje da je ovako
dobiveno rjesenje totno. Neka je A; toCka simetri¢na tocki A s obzirom na pravac
p (tj. z-0s). Jasno je da je zbroj duljina segmenata AX i X B jednak zbroju duljina
segmenata A1 X 1 X B, a zbog nejednakosti trokuta zbroj duljina segmenata A; X i
X B je minimalan kad tocke Ay, X, B leze na istom pravcu.

8. Kamion ¢e prevesti dionicu od 600 km vozeéi auto-cestom konstantnom brzinom od
x kilometara na sat, 60 < x < 120. Pretpostavimo da je potrosnja goriva funkcija
brzine, te iznosi 4 + #;0 litre po satu. Nadalje, pretpostavimo da je cijena goriva
1,2 eura po litri i da je vozac za ovu dionicu placen P eura po satu. Nadite brzinu
uz koju ¢e ukupni troskovi opisanog transporta biti minimalni ako je (a) P = 0, (b)
P=1,(c) P=4,(d) P=6, (e) P=8.

9. Odredite dimenzije ¢aSe u obliku uspravnog valjka tako da joj volumen bude % 1, a
oploSje minimalno.
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10. Prinos neke zitarice na odredenom terenu iskazan je kao funkcija koncentracije dusika
u tlu formulom P(z) = pfﬁ, x > 0. Odredite onu razinu koncentracije dusika xg
za koju ¢e prinos biti maksimalan. Uputa: uocite da se ovdje opet radi o problemu
nalazenja globalnog ekstrema funkcije, no sada ne na segmentu nego na beskona¢nom
intervalu [0,00). Zato teorem 2.34 ovdje nije primjenjiv. Zadatak treba rijesiti
ispitivanjem toka, lokalnih ekstrema i skiciranjem grafa funkcije P(z).

11. Gompertzova krivulja rasta ¢esto sluzi kao model rasta (osobito ljudske) populacije,

a dana je formulom
—bt

N(t)=Ke * ,t>0
pri ¢emu su K, a, b pozitivne konstante.
(a) Pokazite da je N(0) = Ke™* odakle je a = ln(ﬁo) ako smo oznacili Ny = N(0).

(b

) Pokazite da je y = K horizontalna asimptota i da je N(t) < K ako je Ny < K.
(c) Pokazite da je N'(t) = bN(t)(In K — In(N(t))) te da je N”(t) = bN'(t)(In K —
(

)

In(N(t)) = 1).

(d) Koristedi prethodne rezultate dokazite da je N (t) rastuéa funkcija ako je No < K.
(e) Odredite intervale konkavnosti i konveksnosti te tocke infleksije funkcije N (t), ¢ >
0.

(f) Skicirajte graf funkcije N(¢), ¢t > 0.
(

g) Skicirajte graf (odredivsi sve potrebne elemente) logisticke funkcije s istim parametrima:

K
0= RN
te usporedite grafove ovih dviju funkcija. (Napomena. Parametri a i b iz Gom-
pertzove funkcije i parametar m iz logisticke funkcije nisu direktno vezani. Moze se
razmisliti o tome kako bi valjalo odrediti m ako su a i b zadani tako da ove dvije
krivulje budu ¢im sliénije. Treba uociti da je smisao velicina Ng i K u oba slucaja
isti; to su naime pocetna brojnost populacije i teorijski (asimptotski) maksimum.

Napomene i komentari

1.

Dokaz teorema 2.34. Dokazimo najprije tvrdnju za maksimum. Rezultat za minimum
¢e onda slijediti primjenom dokazanoga na funkciju —f (jer minimum za f je maksimum
za —f).

U dokazu ¢emo konstruirati niz segmenata I,, = [an, by] C [a, b], n € N, takav da svaki
segment I, 11 = [an+1,bp+] bude ili lijeva ili desna polovica prethodnog I, = [ay, by].

Odaberimo I; = [a,b]; dakle, a; = a 1 by = b. Oznac¢imo s ¢; sredisnju tocku: ¢; =
3(a1+b1). Ako postoji x € [ay, ¢1] takav da je f(z) > f(t), Vt € [c1,b1], uzet éemo as = ay
i by = ¢1. U protivnom, ako za svaki = € [a1, c1] postojit € [c1,b1] takav da je f(t) > f(x),
odaberemo ag = c9 1 by = by.
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U istom duhu nastavimo dalje. Ako smo odabrali I, = [ay, by, 0zna¢imo ¢,, = %(an +
bn). Ako postoji x € [an,c,] takav da je f(x) > f(t), Vt € [cp, by, uzet emo any1 = an
i bpt1 = ¢n. U protivnom, ako za svaki t € [an,c,| postoji x € [c,,b,]| takav da je
f(x) > f(t), odaberemo a, 1 = ¢y, i byy1 = by.

Ovako konstruiran niz segmenata I,, = [ay, b,] ima sljedecéa svojstva:

(a) Duljina od I,41 iznosi (b, — an) = 1(an—1 —bp-1) = ... = 5 (b—a),

(b) Ne postoji t izvan I,4+1 za koji vrijedi f(t) > f(x), Vo € I41.

Neka je A = {a, : n € N}. Ocito, a, < b, Vn € N. Zato postoji s = sup A i vrijedi
s < b. Zbog s > aj imamo i s > a pa zaklju¢ujemo da je s € [a,b]. Dokazat ¢emo da je
1) < £(5), Va € [a,B].

Pretpostavimo da nije tako. Tada postoji tocka y € [a,b] sa svojstvom f(y) > f(s).
Neka je € = 1(f(y) — f(s)) > 0. Tada je

) =f(s)+ fly) = f(s) = f(s) + 2e. (2)
Zbog neprekidnosti funkcije f u tocki s za taj € postoji § > 0 takav da je
f(z) < f(s)+e, Ve e(s—0d,5s4+0)NJa,bl. (3)

Smijemo dodatno pretpostaviti da je ¢ toliko malen da y & (s — 4, s + 4).

Zbog svojstva (a) imat ¢emo I,41 C (s — 6,8 + ) ¢im je n dovoljno velik da bude
2%(() —a) < 2§. No sada (2) i (3) pokazuju da je f(y) > f(x), Vo € I 41, §to je u
kontradikeiji s (b). O
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3 Integral

3.1 Odredeni integral

Promotrimo parabolu f(z) = 22 i dio ravnine omeden grafom ove funkcije, x-osi, te
pravcima z = 01z = a, a > 0. Zeljeli bismo izracunati povrsinu tog dijela ravnine. Ideja
je da tu povrsinu aproksimiramo povrsinama pravokutnika na sljedeé¢i nacin:

Uzmimo proizvoljan prirodan broj n i pogledajmo tocke zqg = 0,x; = %a,xz =
20,...,2p_1 = —=a,z, = a koje segment [0,a] dijele na n jednakih dijelova duljine

n n—1
1 k k+1 k2 2

»a. Nad svakim podsegmentom [ﬁa, Ta] pogledamo pravokutnik visine f (%a) = ,za%,
k=0,1,2...,n—1. (Ocito, ovaj sistem pravokutnika upisan je u dio ravnine ¢iju povrsinu

v o . . 2 3
racunamo.) Povrsine tih pravokutnika su %a’%cﬂ =%k k=0,1,2...,n— 1.
n n

Dakle, suma povrsina svih pravokutnika iznosi
G 2 2 2
Szﬁ(l +2°+3+...+(n—1)%). (4)

Sad uoc¢imo da vrijedi®

. 1
> k= g+ 1)(2n +1). (5)
k=1
Uvrstavanjem u (4) dobivamo S = %%(n —1)n(2n — 1), odnosno
a® 1 1
S="(1-)2- ). 6
- De-1) (©

Prirodno je sumu koju smo dobili oznaciti sa S, jer rezultat ocito ovisi o broju podin-
tervala n koji smo na pocetku odabrali. Nadalje, jasno je da éemo birajuéi sve vedi i veci
n sumom S, sve to¢nije aproksimirati trazenu povrsinu. Intuitivno je jasno da je zato

3
. a 1 1
P=ligt -t
Koristedi pravila o zbroju i umnosku limesa nizova odavde dobivamo
pP=—. 7
g (7)

®Dokaz ove jednakosti je u uvrdten u komentare i napomene na kraju poglavlja.
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U osnovi, ovakva metoda ra¢unanja povrsina bila je poznata ve¢ u antickom svijetu.
Moderna teorija izgradena je u 18. i 19. stolje¢u, no pociva na istim idejama. U opéoj
situaciji dozvolit ¢emo pri sli¢nim izra¢unima da Sirine pravokutnika variraju, a funkcija ¢iji
graf sudjeluje u definiciji dijela ravnine kojeg promatramo mo¢i ¢e poprimati i negativne
vrijednosti.

Neka je f neprekidna® funkcija na segmentu [a,b]. Za n € N odaberimo n + 1 tocku iz
[a,b]: o =a <z <22 <...<Zp_1<ax,=>0. Naovajnacin segment [a,b] smo podijelili
u n podsegmenata: [rg,x1], [z1,22], ... [Tn-1,2n]. Skup P = {xg,x1,...,2,} se naziva
particija segmenta [a,b]. Oznacimo s I([zx—1,2zx]) duljinu tog segmenta; I([xx_1,xk]) =
Tk — Tk—1, a s [(P) najveéu od tih duljina: I(P) = max{l([xg,x1]), ..., l([tn-1,%n])}-

Nadalje, u svakom [zj_1, ] odaberemo toc¢ku cj i uo¢imo pravokutnik s osnovicom
[*g—1,zk] 1 visinom f(cg).

Definirajmo broj Sp kao zbroj povrsina tih n pravokutnika:

Sp = Zf(ck)l([xk—thkD = Z flew) (@ — 1)
k=1 k=1

Broj Sp se naziva Riemannova suma funkcije f na segmentu [a, b]. Jasno je da Sp ovisi
. . . . . .. . . o 1 2 n—1
io Pio izboru tocaka cj. U pocetnom primjeru imali smo P = {0, --a, Za,... " =a,a},

I(P)=1tic =%lLq

U opéoj situaciji, za razliku od pocetnog primjera, moze se dogoditi da je f(cx) < 0,
pa Ce i pripadajuéi pribrojnik f(cx)(xr — xx—1) u Sp biti negativan.

Kao i u prethodnom primjeru zaklju¢ujemo: ako particiju P profinimo, tj. ako gledamo
particiju koja ¢e se sastojati od veéeg broja tocaka (¢ime segment [a, b] dijelimo u veéi broj
podsegmenata), aproksimacija trazene povrsine brojem Sp ¢e postajati to¢nija. Uo¢imo
da profinjenjem particije i broj I(P) postaje sve manji. Mogli bismo, na primjer, birati
particije Py, za n € N tako da bude l[(P,+1) < I[(P,) i onda promatrati nlLIgOSpn. Radi jed-

nostavnosti ispustit ¢emo indeks n i pisati l(li)m Sp. To nas dovodi do definicije odredenog
P)—0
integrala.
Definicija 3.1 KazZemo da je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b] ako postoji l(}%n Sp,
—0

pri ¢emu je P ={xg =a,x1,...,2n_1,2, = b}, I(P) = maz{l([xo,z1]),. .., l([xn-1,2n])},
Ck € [xk—lyka k= 17 sy 1 i SP = ZZ:l f(ck)(xk - ‘Tk—l)'

50vdje éemo se ograni¢iti samo na neprekidne funkcije. Integral se inace moze uvesti i za funkcije koje
nisu nuzno neprekidne.
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Ako je f integrabilna na [a,b] onda se ovaj limes naziva Riemannov integral (ili samo
integral) funkcije f na segmentu |a,b] i oznacava s f; f(x)dzx.

Napomena 3.2 (a) Tradicionalno se ovako definiran integral zove odredeni integral u
granicama od a do b. Pritom se kaze da je f podintegralna funkcija. Notacija je Leibnizova.

(b) Znak dx sam za sebe nema smisla, ali sugerira da je x varijabla te da integriramo
upravo s obzirom na tu varijablu. Simbol dz osim toga sugerira da promatramo pravokut-
nike sa sve manjim osnovicama - to je u stvari uloga slova d u oznaci dzx. Inace, broj
ff f(x)dx ne ovisi o z, jednako bismo mogli pisati s istim znacenjem i f: f(t)dt.

Formulacija ”ako limes postoji” u prethodnoj definiciji je nuzna; tako je uvijek kad se
neki pojam definira pomocu limesa ako nema apriornog razloga da navedeni limes postoji.
U uvodnom primjeru vidjeli smo da taj limes zaista postoji za funkciju f(x) = 2?2 na
segmentu [0, al.

Sljededi teorem je fundamentalan u teoriji integracije.

Teorem 3.3 Svaka neprekidna funkcija f na svakom segmentu [a,b] je integrabilna.

Ovaj teorem ne¢emo dokazivati. Precizna i potpuna argumentacija nije sasvim jedno-
stavna niti kratka i svakako izlazi iz okvira ovih nasih razmatranja. No, mozemo uociti:
ako je f neprekidna na |[a,b], neprekidna je i na svakom podsegmentu [zy_1,xg]. Prema
teoremu 2.34 postoje minimum i maksimum my, i My na segmentu [xg_1,x]. Sad mozemo
definirati Sp = Y} mp(zp — xp—1) 1 Sp = Y p_ My(zp — z_1); ovi brojevi se zovu
donja i gornja Riemannova suma. Kako je my < f(cx) < My, VkE = 1,...,n, imamo
Sp < Sp < Sp, za svaku particiju P. Nije tesko zakljuciti da se brojevi Sp smanjuju,
a brojevi Sp rastu kad profinjujemo particiju (tj. kad I(P) — 0). Pokazuje se, kad je
funkcija integrabilna, kao $to neprekidne funkcije jesu, da zapravo vrijedi

b
/ f(x)dr = lim Sp= lim Sp= lim Sp.
a I(P)—0 (P)—»0—— I(P)—0

Za kraj ovih uvodnih razmatranja samo jo$ istaknimo da sama definicija, odnosno
¢injenica da f; f(x)dx postoji ne upuéuje na to kako da navedeni limes (integral) izracu-
namo. Funkcije poput f(z) = 22 &ije odredene integrale znamo izracunati direktnom
primjenom definicije zaista su rijetke. Spomenimo tek da to svakako mozemo uéiniti za
konstante. Lako se vidi da je f: kdx = k(b— a). Za racunanje integrala slozenijih funkcija
o¢ito nam trebaju metode efikasnije od direktne primjene definicije.

Napomena 3.4 Integral ff f(x)dx se interpretira kao ”"povrsina s predznakom”.

Ako je f(z) > 0, Yz € [a, b] onda je ff f(z)dx jednak povrsini dijela ravnine omedenog
grafom funkcije f, z-osi i vertikalnim pravcima z = a, x = b. Ako je f(z) <0, Vz € [a, ],
onda je fab f(z)dz jednak negativnom iznosu povrsine tog dijela ravnine.
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Ako f mijenja predznak na segmentu [a, b] onda je f; f(x)dx zapravo razlika A, — A_
pri ¢emu je A, povrsina dijela ravnine izmedu grafa funkcije f i z-osi na dijelu segmenta
[a,b] gdje je f(x) > 0, dok je A_ povrsina dijela ravnine izmedu grafa funkcije f i z-osi
na dijelu segmenta [a, b] gdje je f(x) < 0. U skladu s tim pokazat ¢e se, na primjer, da je
f_%ﬂ sin zdx = 0.

2Ukoliko zaista zelimo izracunati povrsinu dijela ravnine omedenog grafom neprekidne
funkcije f, x-osi, i pravcima x = a i * = b pomocu integrala, onda segment moramo
podijeliti na podsegmente na kojima je predznak funkcije stalan, na svakom od tih pod-
segmenata izra¢unati fcd f(x)dz, te na kraju zbrojiti apsolutne vrijednosti tih integrala.

Povrsina s predznakom

Okrenimo se sada tehni¢kim rezultatima.

Propozicija 3.5 (Svojstva odredenog integrala.) Neka su f i g neprekidne funkcije na
segmentu [a,b], k € R konstanta i ¢ € [a,b]. Tada vrijedi:

(1) [P f@)de = [¢ fx)dz + [0 f(x)de;
(2) [2(f(x)+g(a))de = [} f(x)da + [0 g(x)dz;
(3) [2(kf)(x)de =k [ f(z)dz.

Dokaz: Sve tri tvrdnje slijede izravno iz definicije odredenog integrala. O

Napomena 3.6 Uz iste pretpostavke, ovim svojstvima se obi¢no pridruzuju i
4) [, f(z)dz =0;
b a
(5) [ f@)de = - [ f(x)da.

Ove dvije jednakosti ne izlaze iz definicije integrala, nego se radi o dogovorima koje
uvodimo iz tehnickih razloga. Taj je dogovor konzistentan s prethodnim svojstvima. Na
primjer, svojstvo (5) povlaci da je f; f(@)dz + [, f(x)dz = 0 $to takoder dobivamo kom-
biniranom primjenom svojstava (1) i (4): fab f(@)dz + [} f(z)dz = [ f(x)dz = 0.
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Primjer 3.7 [}'(32% + 2)dz = 3 [} a2dx + ;' 2dz = 3 [, 2%dz + 6.
Kako je f04 z2dr = fol r2dx + f14 z2dz, slijedi da je f14 2?dr = f04 z2dr — fol z2dr =
43 12 _ 63

337 3
Odavde dobivamo ukupni rezultat: f14 (32% + 2)dx = 69.

Napomena 3.8 Za neprekidne funkcije f i g na segmentu [a, b] jos vrijedi:
(6) Ako je f(x) >0, Vx € [a,b] onda je i [” f(z)dz > 0.
(7) Ako f(z) < g(z), Vx € [a,b] onda je i f:f(m)dx < fabg(x)dx.

(8) Ako je m < f(z) < M,Va € [a,b] onda je m(b —a) < [° f(z)de < M(b— a).
Posebno, — fabf(w)d:c < —m(b — a), pa ako ozna¢imo C' = max{—m, M}, imamo i

2 fl@)da| < (b~ a).

Svojstvo (6) je ocito iz definicije, a svojstva (7) i (8) su njegove direktne posljedice.
Primjer 3.9 [ sinzdz <.

Primjer 3.10 Odredimo vrijednost a > 0 za koju ¢ée integral foa(l — x2)dz biti najvedi.

Imamo li na umu da f; f(x)dx predstavlja povrsinu s predznakom, zakljuéujemo da
Jo (1 = %)dx raste kad je a < 11ia — 1. Zato je fol(l —2?)dz > (1 - 2%)dz, Va < 1.

Ako je a > 1 onda mozemo pisati [j'(1 — z?)dz = fol(l —2?)dz + [{'(1 — 2%)dz <
fol(l — z%)dz jer je [{'(1 — 2?)dx negativan broj.

Rjesenje je, dakle, a = 1.

Teorem 3.11 (Osnovni teorem diferencijalnog rac¢una, I dio.)

Neka je f neprekidna funkcija na segmentu [a,b] te neka je F : [a,b] — R definirana
s F(xz) = [T f(t)dt. Tada je F neprekidna na [a,b] i derivabilna na (a,b) te vrijeds
F'(z) = f(z), Vz € (a,b).
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Dokaz: Prvo uo¢imo da je zbog neprekidnosti funkcije f funkcija F' dobro definirana (u
smislu da [* f(t)dt postoji) za sve x € [a,b]. Odmah vidimo i da je F(a) = 0.

z+h T z+h
F'(x):m% </ f(t)dt—/ f(t)dt) :m;/ F(t)dt.

Prema teoremu 2.34, za fiksne x i h postoje m i M takvi da je m < f(t) < M, Vt €
[z,2 + h]. Prema napomeni 3.8(8) sada je mh < f;+h f(t)dt < Mh, odnosno m <
Lyl pyae < M.

Broj % f;+h f(t)dt se, dakle, nalazi u segmentu [m, M]. Jer je funkcija f neprekidna na
segmentu [z, x+ h], ona na tom segmentu poprima i sve meduvrijednosti izmedu m i M, pa
tako i %ffrh f(t)dt. To znaci da postoji ¢, € [z, z+ h] takav da je f(cp) = %f;Hh f(t)dt.

Zbog © < ¢y < x + h, kad h — 0 imat ¢emo ¢, — x. Jer je f neprekidna funkcija, to

1 x+h
povlaci f(cp) — f(z). Sve zajedno, zakljuéujemo da je zaista F'(x) = }llir%h/ ft)dt =
- xT
lim f(e) = f(z).
Preostalo je pokazati da je F' neprekidna u tockama a i b. Prema napomeni 3.8(8)
imamo |F(b) — F(z)| = f;f(t)dt’ < C(b —z) pri ¢emu je C = max{—m, M}, m =
min{f(t) : t € [z,b]} 1 M = max{f(t) : t € [x,b]}. Odavde je oc¢ito da F(z) — F(b) kada

x —b.
Neprekidnost funkcije F' u toc¢ki a pokaze se analogno. O

Napomena 3.12 Uzmimo proizvoljnu funkciju f definiranu na skupu D i pretpostavimo
da je f neprekidna na segmentu [a,b] C D.

I opéenito, mimo razmatranja o integralu, mogli smo postaviti pitanje postoji li funkcija
g derivabilna na intervalu (a,b) i takva da je ¢'(z) = f(z), Vo € (a,b). Takva funkcija
g se onda moze nazvati antiderivacija funkcije f. Naravno, ne vidi se unaprijed razlog
zbog kojeg bi proizvoljna funkcija f imala antiderivaciju, tj. zbog kojeg bi f bila necija
derivacija.

U tom svjetlu je tvrdnja prethodnog teorema zaista snazna i donekle iznenadujuca (jer
odgovor na postavljeno pitanje dobivamo iz posve drugog konteksta): svaka neprekidna
funkcija na segmentu [a, b] ima antiderivaciju na pripadajuéem intervalu (a,b). Stovise,
jednu antiderivaciju teorem eksplicitno nalazi; to je funkcija F' definirana s F(x) =
[ ft)de.

Sad mozemo pitati ima li f i drugih antiderivacija na (a,b). Odgovor je o¢ito potvrdan:
ako je C' proizvoljna konstanta, funkcija G definirana s G(x) = F(z) + C takoder ima
svojstvo G'(z) = f(z), Vx € (a,b).

Daljnje prirodno pitanje je ima li f jos i drugih antiderivacija. Nije tesko pokazati da je
sada odgovor negativan. Zaista, pretpostavimo da je G proizvoljna neprekidna funkcija na
[a, b], derivabilna na (a,b) i takva da je G'(z) = f(x), Va € (a,b). Sada je funkcija G — F
takoder neprekidna na segmentu [a, b], derivabilna na intervalu (a, b) i vrijedi (G—F)'(x) =
G'(xz) — F'(x) = 0, Vx € (a,b). Prema korolaru 2.46, G — F je nuzno konstanta; postoji,
dakle, konstanta C' takva da je G(z) — F(x) = C, tj. G(z) = F(z) + C, Vz € [a,]].
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Definicija 3.13 Umyjesto antiderivacija podjednako cesto se upotrebljava i termin primi-
tivna funkcija.

Antiderivacija (odnosno primitivna funkcija) funkcije f dobivena u teoremu 3.11 ozna-
cava se s [ f(x)dz i naziva neodredeni integral. U ovoj notaciji imamo [ f(x)dx =

[Ffdt+C.

Teorem 3.14 (Osnovni teorem diferencijalnog rac¢una, II dio.)
Neka je f neprekidna funkcija na segmentu [a,b]. Tada je ff f(x)dx = G(b) — G(a), pri
cemu je G bilo koja primitivna funkcija od f.

Dokaz: Odaberimo antiderivaciju F funkcije f iz prethodnog teorema: F(z) = [ f(t)dt.
Ako je G bilo koja antiderivacija od f onda je G(x) = F(x) + C, pri ¢emu je C neka
konstanta. Posebno, G(a) = F(a) + C, zbog F(a) = 0, povla¢i G(a) = C. Dakle je
F(z) = [T f(t)dt = G(z) — C = G(z) — G(a). Odavde za x = b dobivamo F(b) =
J2 f(t)dt = G(b) — G(a). 0

Primjer 3.15 Izracunajmo ponovo f14(3$2 + 2)dx. Kako je [(32% + 2)dx = 2 + 2z (jer
(23 4 2z)" = 322 + 2), prethodni teorem daje f14(3x2 +2)dr=64+8—(142)=069.
Kad primjenjujemo prethodni teorem i odredimo primitivnu funkciju g funkcije f onda

je obicaj da se rezultat najprije napise u obliku [g(:n)]z Prethodni racun bismo tada

zapisali kao [ (322 + 2)dz = [2% + 22]| = 64+ 8 — (1+2) = 69.

Napomena 3.16 Slobodnije govoreéi, pokazali smo da je problem povrine ”inverzan”
problemu tangente. Koncept derivacije je osmisljen kao alat za rjesavanje problema tan-
gente, odnosno (kako smo vidjeli, ekvivalentnog) problema brzine. U rjeSavanju tih prob-
lema niti smo se bavili, niti je za to bilo potrebe, pronalazenjem primitivne funkcije za
danu funkciju.

Pokazalo se, medutim, (to se smatra zajedni¢kim, a nezavisnim doprinosom Newtona i
Leibniza), da upravo antiderivacija, odnosno primitivna funkcija predstavlja spektakularno
jednostavan alat za racunanje povrsina.

Napomena 3.17 U primjeni teorema 3.14 zaista je nuzno provjeriti da je podintegralna
funkcija neprekidna na segmentu na kojem funkciju integriramo. Da to demonstriramo,
pogledajmo primjer funkcije f(z) = x% koja ima prekid u x = 0 i integral f,12 x%da:. Za
primitivnu funkciju F(z) = —1 ovdje imamo F(1) — F(—2) = —32, dok je povrsina koju
integral f_12 z—gdx predstavlja oc¢ito pozitivna (zbog f(z) > 0, Vz # 0).
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Primjer 3.18 (Leibnizovo pravilo.) Funkcija g(z fo 2)dt, © > 0 je derivabilna

jer je kompozicija dviju derivabilnih funkcija. Nalme ako oznacimo F'(x fo (3 — 2)dt,

teorem 3.14 pokazuje da je F' derivabilna funkcija, a jasno je da Vrljedl g( ) = F(2?).
Zato je ¢'(z) = 20 F' (2?) = 22 (2% — 2).

Primjer 3.19 Neka je g( =/ x;’ eldt. Pokazimo da je g derivabilna i nadimo ¢'(z).
Uvedimo funkciju F(x fo tdt Prerna teoremu 3 14, F je derivabilna i F'(z) = e*.

Osim toga, g(z) = [ 2etdt + fo eldt = f tdt - fo eldt = F(2®) — F(2?). Zato je

x

g (z) = 322 F'(23) — 22F'(22) = 322¢* — 2ze”

Zadaci: 7. domaca zadaca

37
1. Aproksimirajte [,? sinzdz Riemannovom sumom koriste¢i tri jednako dugacka pod-
segmenta i uzimajuéi za tocke c; desne krajeve tih podsegmenata.

2. Izracunjte foa xdx ra¢unajudi direktno povrsinu koju taj integral predstavlja. Nakon

toga izracunajte Sp, i lim Sp ako je P, = {z9 = 0,21 = %a,xg = %a, ey Ty =
n—oo

%a, x, = a} i ako u svakom od podintervala [xy_1,zk], K = 1,...,n, odaberemo

Cl — Tk.

3. Izracunjte f5’2 |x|dx racunajuéi direktno povrsinu koju taj integral predstavlja.

4. IzraCunjte fEB V9 — z2dz rac¢unajuéi direktno povrsinu koju taj integral predstavlja.
5. Izracunjte ff(% — 4)dz.

6. Izracunajte f%% tan zdz.

7. Neka je f neparna funkcija. Izracunajte ffa f(x)dx za proizvoljan a > 0 takav da
je segment [—a, a] sadrzan u domeni od f. Obrazlozite.

8. Obrazlozite bez racunanja integrala nejednakost f12 zdr < ff x2de.

9. Obrazlozite bez racunanja integrala nejednakost % < fol V1 —a22dr < 1.

10. Koristeéi Leibnizovo pravilo izracunajte % 0290_1(152 — 1)dt. Nakon toga uocite da
je F(z) = éx?’ — z primitivna funkcija podintegralne funkcije f(z) = z? — 1 pa

izraCunajte zadani odredeni integral i nakon toga ga derivirajte direktno.

11. Izracunajte 132: (1 4 tet)dt.

12. Izracunajte - fzx; (Int)dt, = > 0.
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3.2 Tehnike integriranja

U primjenama integralnog ra¢una osnovna zadaca se sastoji u nalazenju primitivne funkcije,
tj. odredivanju neodredenog integrala [ f(z)dz za danu neprekidnu funkciju f. Znamo da
nam je dovoljno odrediti samo jednu primitivnu funkciju F' jer tada se sve ostale primitivne
funkcije od f dobivaju tako da se funkciji F' pribroji konstanta.

Najjednostavije je ako je podintegralna funkcija toliko elementarna da primitivnu
funkciju mozemo pogoditi. Ovo zapravo znaéci da trebamo imati uvid u tablicu derivacija
elementarnih funkcija i iz nje prepoznavati je li odredena funkcija necija derivacija. Drugim
rije¢ima, tablica derivacija elementarnih funkcija ujedno sluzi i kao tablica osnovnih neo-
dredenih integrala. Tako imamo:

/ e =e"+C,

xn+1
/x"dw = + C,
n+1

/sinxdm = —cosx + C,

/cos xdr = sinx + C,

dx
5— =tanz + C,
cos® T
dzx
T:—COtZL“FC,
sin® x

d
/x:ln\xH—C,
X
dx

/1+ 5 = arctanx + C,
x

= arcsinz + C.

/ dx
Voo

Posljednja tri primjera zahtijevaju dodatni komentar.

Najprije, ako je z > 0, funkcija f(z) = In|z| postaje f(x) = Inz i znamo da je tada
zaista f'(z) = 1. Ako je, s druge strane, z < 0 onda je f(z) = In|z| = In(—z) pa po
pravilu za deriviranje kompozicije imamo f/(z) = —_%E = %

Ako je f(z) = arctanz iz napomene 2.23 znamo da je f’'(z) = ?12

Sliéno se dobiva i zadnji rezultat u prethodnom pregledu (vidite 1. zadatak u 8. domacoj
zadadi).

Uz male modifikacije i brojni drugi neodredeni integrali se mogu izra¢unati koristenjem
prethodne tablice. Pritom treba imati na umu da za derivacije vrijedi (F + G)'(z) =
F'(z) + G'(z) i (kF)'(z) = kF'(z) (gdje je k konstanta), pa je zato [(f(z) + g(z))dz =
[ f@)dx + [g(z)dz i [kf(x)de =k [ f(z)dz.
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Primjer 3.20 Izra¢unajmo f%d:p

22 _ x?1-1 1 1
1422 = 1422 1422°

J %dw = [dez— [ 1Jr%dﬂv =1z + C1 — (arctanx + C9) = x — arctanz + C, ako smo
na kraju uveli novu konstantu C = Cy — Cs.

Prvo uo¢imo da mozemo pisati Zato je

Dva vazna pravila deriviranja su formule za derivaciju kompozicije i za derivaciju
produkta. Oba pravila se mogu isc¢itati i u obrnutom smjeru $to nas dovodi do dvije vazne
tehnike (metode) ra¢unanja neodredenih integrala: supstitucije i parcijalne integracije.

Objasnimo najprije metodu supstitucije. Pogledajmo primjera radi funkciju f(z) =
37+ Da odredimo f/(z) stavimo f(u) = e* i u = 322 + 1. Znamo da je f'(u) = e* i
u'(z) = g—;‘ = 6x. Tretiramo li du i dx kao brojeve mozemo pisati du = 6zdx. Sada je
%(egﬁﬂ) _ %% — 327 H1g,

Zamislimo sada da zelimo odrediti [ 3T H6pdy. Prepoznajemo da je e =e"i
6xdr = du pa mozemo pisati fe3x2+16xd:c = [e'du = e+ C = 371 4 . Dakle,
supstituirali smo u = 322 + 1 i pritom koristili du = 6xdz.

3z2+1

Napomena 3.21 Opéenito, ako imamo [ f(t)dt = F(t)+C onda integral [ f(g(z))¢'(x)dx
racunamo na sljedeéi naé¢in: supstituiramo v = g(z), iskoristimo du = ¢'(x)dx (Sto dolazi
od v = % = ¢/(z)) pa imamo [ f(g(z))¢'(z)dx = [ f(u)du = F(u) + C = F(g(x)) + C.

Rezultat koji smo dobili izveden je formalnim manipulacijama, no metoda koju smo
primijenili se opravdava provjerom, tj. racunanjem u obrnutom smjeru: (F(g(x))+C) =
F'(g(x))d'(z) = f(g(x))g'(x) $to je upravo polazna podintegralna funkcija.

Inx =t
dz — gt

x
sinx =1
cosxdr = dt
3
2,8 L \ogp—d T A= 3o 2. _
(c) [3z*(z —|—1)2dm—{ 32dy — di = [tzdt = £t2 +C =
2(z%+ 1)g +C.
(d) U primjeru koji slijedi nije tako o¢ito kao u prethodnima koju supstituciju treba
uvesti. Ipak, metoda supstitucije ¢e i ovdje biti u¢inkovita.
20— 1=t x=12%(t+1) . 1
fx\/2x—1da::{ odr — dt 2 = [s{t+1)t25dt =

L2 +t2)dt = 222 + 242 4+ C) = L(20 —1)2 + 1 (22 —1)2 + C.

Primjer 3.22 (a) [ -9 = { } =[% =It{+C=I|lnz|+C.

(b)fsinzxcosxdm:{ }:ftht:t;+C:Sm;$+a

Napomena 3.23 Kad rac¢unamo odredeni integral metodom supstitucije imamo dvije
moguénosti (nakon $to uvedemo prikladnu supstituciju v = g(z)): ili éemo slijedom

e e e . Lo , . . b . b .
ucinjene supstitucije promijeniti granice integrala, te éemo imati fgg((a)) umjesto fa 1 nasta-
viti ra¢un direktno iz primitivne funkcije izrazene u varijabli u, ili cemo granice integracije
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ostaviti neizmijenjenima, a dobivenu primitivnu funkciju u varijabli u najprije izraziti u
originalnoj varijabli . Evo primjera:
3
2 32241 r»”tr=u _ (10dy _ 10 _ _
| g dr = { (322 +1)do = du |~ 2 % =[Infull;, =In10 —In2 = In5.
Alternativno, mogli smo nakon provedene supstitucije nastaviti i na ovaj naéin:
2 du [y u|]} = [In(z® + x)]i =Inb.

1 u

Napomena 3.24 Metoda parcijalne integracije se izvodi iz pravila za derivaciju pro-
dukta. Pretpostavimo da suw = u(z)iv = v(z) derivabilne funkcije. Tada je (u(x)v(z)) =
' (x)v(z) + u(x)v'(x), odnosno u(w)v’(:z:) = (u(x)v(x))’ — u/(z)v(x). Zato je takoder
i [u(@)v(z)dz = [(u(z)v(z))de — [ (z)v(z)dz; dakle, [u(z)v'(z)dz = u(z)v(z) —
[ (z)v(x)da

Uocimo da smo mogli pisati [(u(z)v(x)) dz = u(z)v(z) izostavljajuéi konstantu jer e
ta kontanta biti uvazena (apsorbirana) u rezultatu neodredenog integrala [ u/(z)v(z)dx.

Smisao metode parcijalne integracije je u tome da se neodredeni integral [ u(z)v'(z)dx
zamijeni s [«/(z)v(z)dz u nadi da ¢emo ovaj drugi mo¢i lakse izracunati.

.. . | u(z) ==, u'(z) =1 B
Primjer 3.25 (a) [wsinzdx = { V(2)de = sinwdz, v(x) = — cosz } = —xcosT +

fcosxdm = —gcosz +sinz + C.

[ u(z) =z, u'(x) :% 12 1 12
b) [xlnzdr = { J(@)de = adz, ()= Lz | sx’lnz — [ Szde = j2°Inx

%xQ-l-C'.
1 -z _ u(x) =T ul(w) =1 [ —z11 1 x
C)foa:e dx_{v’(x)dx—erdm’, v(x) = —e" = [—ze ]o—i-foe
= [—we‘x—e_‘”](l):—e_l +1=1-2 :
:1 / = =
[ Inzdz = { Z’((xx))dx igcl’dx, z(g)_ 7 } =zlnz— [dr=zlhz—z+C.
2 x _ u(m) :xzv ul(x) =2z 2, T _
(e) [z e*dx { o(2)dz = ez, vw)=et [ € [ 2ze*dr =

= 2%e? — 2ze” + [ 2e%dx = 2%e® — 2ze” 4 2¢* + C.

—
I
—~
8
SN—
|
[\~
IS
8
:\
&
Il
——

e

u(z) = sinzx, u'(x) = cosx . .

{ V' (z)dx = e*dx, v(x) =€" } =e"sinT — fe cos zdx

_ f u(z) = cosz, u'(z) = —sinz
{ V' (z)dz = e*dx, v(z) =€

kljucujemo da je 2 [ e*sinadr = e*(sinz + cosx) (ako u momentu zanemarimo aditivnu

konstantu) i zato je [ e”sinzdr = Le®(sinz + cosz) + C.

} = efsinx — e*cosx — f e® sin zdx. Odavde za-

U nastavku ¢emo izloziti tehniku integriranja racionalnih funkcija. Pogledajmo naj-
prije dva osnovna primjera.
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Primjer 3.26 Za f(z) = -£7 imamo [ Erdx = { ax%_—b U } =k [du — gz +
b+ C.

Primjer 3.27 Neka je f(x) = #ﬂﬂ pri ¢emu je a > 0, a polinom az? + bz + ¢ nema

realnih nul-tocaka (pa je b — 4ac < 0). Prvo primijetimo da je

b b? b 4ac — b?
Vs ) =alle o)

2a a 4a? 2a 4a?

).

b
aa:2+ba:+c:a(x2+f:z+c) a((z +
a

Sada je

/de/’wdﬁ/ldx
ax?+bx+c ) ax?+br+c ax?+br+c

k 2ax +b—0b l k 2ax + b kb dx

— | ———d —de=— | ———dz+(l—— _—.
2a/a1:2—|—bx—|-c x+/a$2+bx—|—cx 2a/aa:2+bx+c aa 2a)/ax2—|—b:c—|—c
Oznacimo posljednja dva integrala s I i Io.

2ax + b ar’ +bx+c=u du 2
W= [ et = o e —an )= [ Sl o

Jo§ se moze primijetiti da polinom ax? + bx + ¢ ima stalan predznak (jer to je neprekidna
funkcija bez nul-to¢aka). Kako smo pretpostavili da je a > 0 i b?> — 4ac < 0 vidimo da
je ¢ > 0. Jer je ¢ = f(0), slijedi da je az? 4+ bx + ¢ > 0, Vo € R. Zato mozemo pisati
I =In(az?® + bz +¢c) + C.

I—/ dx _1/ dx _ m—|—%:u _1/ du
*" ) a2 +br+c a (x+%)2+4afa—262 | de=du a u2+74af(;2b2

1 4a? / du _ \/%UZU _ 1 4a? \/4ac—b2/
(

a dac — b2 43:7172 u)2+1 du = 7v4‘122—b2dv a dac — b2

v2 41

-2 arctan(Qia(Zaac + b) ) +C 2 ——— arctan ——— 2ax +
 Vdac — 2 Viac — b? *7 Vdac - Viac — 62

Odavde konaé¢no dobivamo (uvedemo li novu konstantu C' = C1 + Cs)

kx +1 k ) — kb 2ax + b
———————dr = —In(ax” + bxr + ¢) + ———2%— arctan ——
/ax2+bx+c 2a ( ) dac — b2 Vdac — b2

Promotrimo sada proizvoljnu racionalnu funkciju f(z) = ggg Bez smanjenja opce-

nitosti mozemo pretpostaviti da je f prava racionalna funkcija, tj. da je st P < st Q. (U
protivnom bismo proveli dijeljenje s ostatkom i dobili % L(z) + QE g pri ¢emu je L

polinom i st R < st Q.)
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Polinom @) sad faktoriziramo na faktore ireducibilne nad poljem R (to su polinomi
oblika az +b ili oni oblika az? + bz + ¢ koji nemaju realnih nul-tocaka). Nakon rastavljanja

funkcije f(x) = QE g na parcijalne razlomke ra¢unanje integrala se u veéini situacija’ svodi
na ra¢unanje integrala iz prethodna dva primjera.

Primjer 3.28 Neka je f(z) =
parcijalne razlomke. Iz

m. Najprije trebamo rastaviti funkciju f na

1 _k . l +mx+n
(z+1)2(z2+1) x+1 (z+1)2 2241

dobivamo k(x + 1)(z% + 1) + I(2® + 1) + (mz + n)(x + 1)* = 1, §to se svodi na sistem
jednadzbi: k+m=0,k+{+2m+n=0,k+m+2n=0,k+ 1+ n = 1. Slijedi n =0,
m = —%, k= %, = % Odavde je

/ 1 _1/ dz dHl/dffdx_l/zdff
(x+1)2(:62+1)_2 r+1 2 ) (z+1)2 2/ 2241

1 1

Pojam odredenog integrala ff f(z)dz uveli smo samo za funkcije na segmentu [a, b|.
U praksi se ¢esto javlja potreba i za ra¢unanjem povrsina dijelova ravnine koji se protezu
duz beskonac¢nih intervala.

Definicija 3.29 Neka je funkcija f neprekidna na intervalu [a,00). Tada se definira
b

[ f(z)de = blim / f(x)dz. Ukoliko ovaj limes postoji kazemo da integral [° f(x)dx
—0 Jq

b

konvergira. Ako lim / f(x)dx ne postoji ili postoji samo u Sirem smislu (lim f(z)dx =
b—oo J, b=oo Jq

00 ili —00) kazemo da integral [ f(x)dx divergira.

Analogno se definira znacenje simbola ffoo f(z)dz za funkcije neprekidne na intervalu
(=00, b].

Ako je f neprekidna na R definira se [*_ f(z)dx = alLrgO /_Z f(z)dz.

U svim navedenim slucajevima ovi integrali se nazivaju nepravi integrali. Ako konver-

giraju, njihov iznos se interpretira kao povrsina (s predznakom) dijela ravnine omedenog
grafom funkcije f(x) i x-0si duz navedenih intervala.

b d
. T
Primjer 3.30 (a) [;° del = lim 5 = lim [arctan:r]g = lim (arctan b—arctan 0)
e+ b—oo Jg %+ 1 b—o0 b—o0
T
2
"U praksi se pojavljuju i integrali oblika [ afﬁ)" if (aﬁﬁj?ﬁf)n , gdje jen > 2.
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b b
dx 1 1
b) [ = i /=1' ——| =lm(1l--)=1
(b) 75 = Jim J 25 = fim =0 ] = im (1 =7)
(c) floo d?w divergira jer je lim (Inb—1In1) = lim Inb = oo.
b—o0 b—ro0

Napomena 3.31 Pretpostavimo da za neprekidne funkcije fi g na intervalu [a, 0o) vrijedi
0 < f(x) < g(x). Tada se moze pokazati:

1. ako faoo g(z)dx konvergira onda i faoo f(x)dx konvergira;

2. ako [ f(x)dx divergira onda i [ ° g(z)dx divergira.

b

Primjer 3.32 [ e "dx = blim e Tdr = blim [—e™]
—0 Jo — 00

b
0
= lim(1—-e?) =1

b—o0

Istim rac¢unom se pokazuje da integral faoo e *dx takoder konvergira te da iznosi e ¢,
za svaki a > 0.

Promotrimo sada nepravi integral fooo e~ dx. Moze se pokazati da nema elementarne
formule za primitivnu funkciju funkcije f(x) = e~*". Zbog toga ne mozemo vrijednost
zadanog nepravog integrala racunati postupajuéi kao u primjeru 3.30. No, konvergenciju
zadanog integrala mozemo pokusati ispitati koriStenjem prethodne napomene.

b 1
Prvo primijetimo da mozemo pisati fooo e~ dz = lim e dz = lim (/ e dy +
0

b—oo Jg b—o0
b

b
/ e_xzdac). Ako bismo utvrdili da floo e dy konvergira, tj. da postoji b]im e_x2dx,
1 — 00 1
b

onda bi prema pravilu o zbroju limesa slijedilo fooo e dy = fol e~ dx + blim e e dx,
—0 J1

a to bi znacilo da fooo e dx konvergira.
Sad uotimo da za x € [1,00) vrijedi 2 < 22 = —22 < —z = ¢ " < e %. S obzirom
da smo pokazali da fooo e *dx konvergira, koriStenjem napomene 3.31 sad vidimo da i
fooo e dy konvergira.
Inace, moze se pokazati\/lgoriétenjem naprednijih metoda matematicke analize da za-
™

o a2
pravo vrijedi [;¥e " dx = 4.

Preostalo je vidjeti kako se definira f: f(x)dzx u slucéaju da f ima prekid u nekoj
od tocaka segmenta [a,b]. To se moze uciniti kad god f ima kona¢no mnogo prekida.
Jednostavnosti radi, ovdje ¢emo se ograni¢iti na slucaj kad je f neprekidna svuda na
[a, b], osim samo u jednoj tocki.

Imamo sljedece slucajeve:

1. f je neprekidna na (a,b].

c—at

b
Definira se fab f(z)dz = lim / f(z)d.
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2. f je neprekidna na [a,b).
Definira se ff f(x)dx = lirll)n / f(z)dx.
c—=0" Jqa

3. f je neprekidna na [a,p) U (p,b], za p € (a,b).
c b
Definira se ff f(z)dzr = lim f(z)dr + lim f(z)dw.
c—=p~ Ja d—pt Jgq
Kao i prije, u sva tri slu¢aja kazemo da integral konvergira (ponekad se jednostavnije
kaze da integral postoji) ako navedeni limesi postoje. I ovdje se u sva tri slu¢aja navedeni
integrali shvacaju kao povrsine (s predznakom) dijelova ravnine omedenih grafom funkcije
f 1 z-osi, duz navedenih intervala.

1

Primjer 3.33 fol Inzdr = lim [ Inzdr. Prema primjeru 3.25(d) imamo fol Inzdx =
c—=01 J¢

lim [zlnz —z]! = lim (—1—c¢lnc+c). Uotimo da je lim ¢ =0, dok lim ¢ln ¢ mozemo
c—0t c—0F c—0t c—0t

odrediti L’Hospitalovim pravilom; dobiva se lim+clnc = 0. Zato je fol Inxdx = —1.
c—0

Zadaci: 8. domacda zadaca

1. Dokazite da je [ \/% = arcsinz + C.
T T

Najprije uoc¢imo da je restrikcija funkcije sinus na interval (-3, §) bijekcijas (=7, §)
na interval (—1,1). Zato mozemo govoriti o inverznoj funkeciji arcsin : (—1,1) —

(=%, %). Obje funkcije su neprekidne i (sinz)’ = cosz # 0, Vo € (—=5,%). Zato

prema pravilu o derivaciji inverzne funkcije imamo (arcsinz)’ = m Kako je
arcsinz € (-4, 5) i kako je na tom intervalu cos z > 0, mozemo pisati cos(arcsin z) =
V/1 — sin?(arcsin ) = v/1 — 22. Zato je (arcsinz)’ = 11 =

2. Izracunajte sljede¢e neodredene integrale:
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(e) [(In x)géd:c,

In7 et
() Jina (e*—3)2 zdz,

zdx
g fl z2+1) In(z2+1) "

4. IzraCunajte metodom parcijalne integracije:

(a) [2zcos(l— z)dx,
(b) [ 23 Inzde,

(¢) [2?In(2?
(d) [ cos®xdz.

5. Izracunajte:

)
)
)
)
)
) ff In(z%e®)dx,
)
)
)
)

x+2
x(zfl)(:)j_2+z+1)2 dx

6. Izracunajte (ili pokazite da navedeni integrali divergiraju):

(a fo dr,
(b feoo accllrfac’

)
)

(c) fo re *dx,
)

d S % da.
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3.3 Primjene

Veé¢ znamo da f; f(z)dx predstavlja povrsinu s predznakom dijela ravnine omedenog
grafom neprekidne funkcue f, x-osi i vertikalnim pravcima x = a, z = b. Tako je,
npr. fo l'd.CC—QlfO z)dr = —1.

Ukoliko zelimo odrediti stvarnu povrsinu promatranog dijela ravnine jasno je da tre-
bamo uzeti apsolutnu vrijednost dobivenog rezultata.

Ako f na segmentu [a, b] mijenja predznak, potrebno je odvojeno rac¢unati povrsine po
podintervalima na kojima je predznak funkcije f stalan.

Primjer 3.34 Izracunajmo stvarnu povrsinu dijela ravnine omedenog pravcima x = 1,
x =4, y =01 grafom funkcije f(z) = (z —2)(z — 3).

Najprije primijetimo da odgovarajuéa povrsina s predznakom iznosi f14 (x — 2)(x —

3)dr = [223 — Su +6:U] =8 _1_-40+2+24-6=13.

S druge strane, V1d1m0 da je f(x) > 0na [1,2] U3, ] dok je f(x) <0 na [2,3]. Sada
* ]3=8_1_ 10+ 5412-6=2,
17373 6
f2 f(x)dm: 1o — 542 4 62], =9 - 8 - +10+18—12——%,
i fl@)de = [5a® - 322 + 6a], 1%4 -9 1140+ 5194 -18=3.

- 5, 15,5 _
Zato stvarna povrsina iznosi g + s+ g = 5

(x)dx = Ly3 3,24 62
f1 ) [3 2
1

Propozicija 3.35 Neka su funkcije f i g neprekidne na segmentu [a,b], te neka vrijedi
g(x) < f(z), Vx € [a,b]. Tada povrsina dijela ravnine omedenog grafovima funkcija f i g
te vertikalnim pravcima r = a, © = b iznosi f:(f(sv) — g(x))dx.

Dokaz: Uzmimo najprije da je 0 < g(z) < f(x), Vz € [a,b]. Tada je ocito da trazena
e . b b
povisina iznosi [ f(z)dx — [ g(x)dx
U opcéem slucaju najprije iskoristimo teorem 2.34: postoji konstanta m takva da je
g(x) > m, Yz € [a,b]. Sad umjesto funkcija f i g promotrimo funkcije fi(z) = f(z) —m,
g1(x) = g(x) — m. Ocito je 0 < g1(x) < fi(z), Vz € [a,b] pa prema prvom dijelu dokaza
trazena povrsina iznosi ff(fl (x) — g1(x))dx = f;(f(ac) —g(z))dx. O

Primjer 3.36 Odredimo povrsinu P dijela ravnine omedenog grafovima funkcija f(z) =
—z+2ig(x)=(z—-1)?2-1.

Sjecista ovih dvaju grafova su u tockama ¢ije su apscise ¢ = —1 1 ¢ = 2. Zato je
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wloo

1 1 _9
R

Primjer 3.37 Izracunajmo povrsinu dijela ravnine omedenog grafovima funkcija f(z) =
Vrigx)=z—21x-osi

Sa slike je vidljivo o kojem dijelu ravnine se radi (treba imati na umu da je f defini-
rana samo za = > (). Sjeciste ovih dvaju grafova je u tocki (4,2). Nadalje, iz slike je
takoder jasno da segment [0, 4] moramo pOleelltl na dva dljela kako bismo mogli primi-

jeniti propoziciju 3.35. Trazena povrsina je fo Vadr + f2 x— (z—2))de = 13—0

Primjer 3.38 Promotrimo model koji opisuje brojnost neke populacije kao funkciju N(¢)
vremena ¢ > 0. U mnogim modelima ove vrste funkcija N(t) nije dana (ili poznata)
eksplicitno, ve¢ je obiéno poznata njezina brzina rasta N'(t) uz poc¢etnu vrijednost N (0) =
Ny. Imamo dakle zadano N'(t) = f(t) i Np.

VldlmO da je ovdje N(t) u stvarl prlmltivna funkcija funkcije f(t) pa je N(t) =
fo uw)du + C s tim da je N(0 fo w)du+C =0+ C = C. Odavde je N(t) =

fO du + Np.

Neka je dana neprekidna funkcija f na [a, b]. Zelimo odrediti prosjecnu vrijednost koju
funkcija f poprima na tom segmentu. To mozemo uciniti na sljedeéi nacin:

Podijelimo segment [a, b] na n jednakih dijelova duljine %(b —a). To u stvari znadi da
smo odabrali particiju P = {zg = a,z1 =a+2(b—a),...,2p_1 = a+ =L(b—a),z, =
b}. Sad pogledamo vrijednosti koje funkcija f poprima u zavr$nim tockama svih ovih
podsegmenata to su brojevi f(xzx), k =1,. n Pogledajmo aritmeticku sredinu ovih n
VI‘lJeanStl =1 = heq f(xg). Uoctimo da je ﬁ = mkgfs*, Vk =1,...,n. Zato mozemo
pisati f = 5= azk 1 (@) (@ = ap-1)-

Intuitivno je jasno da éemo, ako pove¢amo broj podsegmenata (i time smanjimo nji-
hovu duljinu), ako dakle pustimo n — oo, dobiveni limes moéi smatrati prosje¢nom vri-

jednoséu funkcije f na segmentu [a,b]. Ako usporedimo izraz lim

1
S oo -
k=1

2g—1) s definicijom odredenog integrala, vidimo da ovaj limes postoji te da je jednak

ﬁ f; f(x)dx. Zakljuéujemo: prosjecna vrijednost koju neprekidna funkcija poprima na

segmentu [a, b] iznosi fp, = 7 ff f(z)dz
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Primjer 3.39 PTOSJeCIla vrljednost koju funkcija f(z) = 4 — 22 poprima na segmentu
2
[22J€fpr:4f Ndx = 1 [4x7%x3] %

Propozicija 3.40 (Teorem srednje vrijednosti za odredeni integral.) Neka je f neprekidna
funkcija na segmentu [a b] Tada postoji tocka ¢ € [a,b] za koju vrijedi f(c) = fpr,

t. fle = [ f(=)

Dokaz: Prema teoremu 2.34 postoje brojevi m, M takvi da je m < f(x) < M, Vz € [a, b].
Prema napomeni 3.8(3) sada imamo m(b — a) < f;f(:c)dm < M(b — a), dakle m <
ﬁ f; f(x)dx < M. Kako neprekidna funkcija na segmentu poprima i sve meduvrijednosti
izmedu svog minimuma i maksimuma, to postoji tocka ¢ € [a,b] za koju vrrijedi f(c) =

ﬁ f; f(x)dx. O

Primjer 3.41 Pretpostavimo da Zelimo izracunati volumen tijela smjestenog u koordi-
natni sustav. Pretpostavimo nadalje da za sve xy € [a,b] poznajemo povrsinu A(zg)
presjeka toga tijela s ravninom koja prolazi toCkom xy i okomita je na xz-os. Neka je
pritom A(z) neprekidna funkcija te neka vrijedi A(z) = 0 za = ¢ [a,b]. Moze se pokazati
da je tada volumen tog tijela dan formulom V = fab A(zx)dx.

Tipi¢no, ova tehnika se primjenjuje za racunanje volumena rotacionih tijela. Pret-
postavimo da imamo neprekidnu funkciju f(z) na segmentu [a,b]. Zelimo izracunati vo-
lumen tijela koje nastaje rotacijom grafa funkcije f(z), = € [a,b], oko z-osi. Primijetimo
da je ovdje A(x) = f(x)?r te da je funkcija A neprekidna jer je f neprekidna. Prema
prethodnoj formuli, volumen tako nastalog rotacionog tijela iznosi V = f: f(x)?mdx.

Primjer 3.42 (a) Odredimo volumen kugle radijusa r. Uo¢imo da kuglu radijusa r
mozemo dobiti rotacijom grafa funkcije f(z) = vr?2 — 22,z € [—r,r], oko z-0si. Zato
jeV=[" 7(r?—a?)de =7 [rPz — éx?’] =m(rd4+r3—1ird— 1rd) = gr?’w

(b) Odredimo volumen rotacionog tljela koje nastaje rotacijom oko x-osi grafa funkcije
f(z) =+rzaxel0?2].

V= f02 rrdr = 7'(‘% [m2]§ = 27.

© DB 2009/10.



3. Integral 76

Primjer 3.43 Zelimo odrediti duljinu grafa funkcije f na segmentu [a,b]. Iz tehnickih
razloga pretpostavimo da je f derivabilna na intervalu (a, b) te da je f’ neprekidna funkcija
a (a,b).

Ideja je da graf funkcije f aproksimiramo nizom kratkih segmenata, tj. poligonal-
nom linijom koja prolazi tockama (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), ..., (Zn, f(x,)) pri Cemu je P =
{zxo = a,x1,...,x, = b} neka particija segmenta [a, b]. Izracunat ¢emo zbroj duljina tako
dobivenih segmenata, a nakon toga pogledati sto se dogada s rezultatom kad I[(P) — 0
(tj. kad particija postaje sve finija i duljine podsegmenata [x;_1, zx| teze u 0).

Duljina segmenta koji spaja tocke (zx—_1, f(zx—1)) 1 (2, f(xr)) prema Pitagorinom
poucku iznosi /(z — zx-1)2 + (f(zx) — f(zr—1))2. Stoga ukupna duljina tih segmenata
za, ovu particiju iznosi

Lp =Y V(wk — e 1)? + (flwx) — flax1)?.
k=1

Nadalje, zbog Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti postoji tocka cx € (zk—1,xk)
takva da je HEHE) — p/(cy), 5. f(an) = flon-1) = f/(cn) (an — ap- 1>.

Tp—Tp—1

Zato mozemo pisati Lp = Zk (@e — 1)/ 1+ f'(ck) )2. Kad I(P) — 0, dobivamo
upravo odredeni integral neprekidne funkcije \/1 4 f/(x)? na segmentu [a, b] (upravo ovdje
koristimo pretpostavku da je f’ neprekidna funkcija). Zato je trazena duljina luka dana

formulom L = f; V14 f(z)%dx.

Primjer 3.44 Izracunajmo duljinu luka grafa funkcije f( ) = 2% izmedu a = Siv=%
+ 9 =
=9

98 _ 98
8 — 27

21
9 4 __ 42 420125 27 42
J5" gVidt =53 [<1+$4) } 55(78 5) =03

oo @"\’

Zadaci: 9. domaca zadaéa

1. Odredite volumen dijela ravnine omedenog grafovima navedenih funkcija i nave-
denim pravcima:
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(a) f(x)=¢€" g(x)=—z,2=0,2=2,

(b) f(&) =a® 1, g(&) =2 +1,

(c) f(z)=2%2+1, g(x) = 42 — 2 (u prvom kvadrantu),
(d) flxy=e" g(z)=x+1,x=-1,x=1.

2. Neka je pocetna brojnost neke populacije Ng = 100, a brzina njezinog rasta neka je
dana formulom N'(t) = —e~t. Odredite N(t).

3. Izracunajte prosjeénu vrijednost funkcije f(z) = e~ na segmentu [—1,1].

4. Pretpostavimo da je kretanje temperature u nekom danu prikazano kao funkcija vre-
mena formulom f(z) = 20 +4sin({5z), = € [0,24]. Odredite prosjecnu temperaturu
toga dana.

5. Odredite volumen rotacionih tijela nastalih rotacijom oko z-osi grafova sljedeéih

funkcija (ili dijelova ravnine omedenih njihovim grafovima):
(a) f(x) = Vsinz, x € [0, T];
(b) flz) =v4—a? zel-22];
(C) f(.%') ( ) - €7x7 T E [_272];
(d) f(z) = 2 gx)=1+2% 2€]0,2].

6. Odredite duljinu grafa funkcije f(z) = %3 + % odz=1doz=3.

7. Odredite duljinu uzeta koje visi pri¢vrséeno u tockama x = —M,x = M i ima oblik

grafa funkcije f(z) = o (€% + e%%), a > 0. Specificirajte za M =In2ia = 1.

8. Neka je f(x) = % Pokazite da je duljina grafa te funkcije izmedu x = 0 i
x =a > 0 upravo f'(a).

9. Brzina vodenog toka ovisi o dubini toka. Uslijed djelovanja trenja, brzina iznosi 0 na
dnu i na stijenkama korita. Poznato je takoder da je brzina najveca na povrsini. U
praksi se prosjek brzine vodenog toka odreduje na sljedeéi nacin: izmjeri se brzina
toka na 60% dubine, mjereno od povrsine, i ta se brzina proglasi prosjecnom. U
nastavku razmatranja u ovom zadatku pokazat ¢emo da ova metoda daje dobru
aproksimaciju prosje¢ne brzine vodenog toka.

Teorijski model za brzinu vodenog toka je opisan funkcijom v(d) = (8= d) d e
[0, D], gdje je d dubina mjerena od povrsine, D maksimalna dubina, ¢ konstanta
(koja se obi¢no uzima iz segmenta [5,7]) i a takoder konstanta. Iz izgleda funkcije v
vidi se da je v(a) = 1 pa primjeéujemo da se konstanta a interpretira kao ona dubina
na kojoj brzina toka iznosi 1.

o . IFISE _dnd
(a) Skicirajte grafove funkcija v(d) = (%)5 iv(d) = (gf‘zi)?.

(b) Uvjerite se da je v(0) maksimalna vrijednost funkcije v(d) = (g:g)% na seg-

mentu [0, D].
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D
D—a

_c_

c+1

(c) Pokazite da je vy = 55 ( )% i uvjerite se da je vy, = Umaz gdje je, prema

(b), Vmaz = v(0).

(d) Uocite da je zbog teorema srednje vrijednosti za integral v, = wv(d;) gdje
dy € [0,D]. Usporedbom s prethodnom tvrdnjom nalazimo da je (%i”fll )% =
ﬁ%(—D?a)% odakle je Dl_)dl = (5f7)¢, odnosno % =1- ()"

(e) Istrazite tok i skicirajte graf funkcije f(c) = 1 — (;f7)° na segmentu [5,7].
- . . . . .. . dy
Uvjerite se iz grafa da je prakticno odredenje prosjecne brzine toka 7 = 0,6
smisleno.

Napomene i komentari

1.
n
1
Dokaz jedankosti (5): Z k? = én(n +1)(2n + 1). Prvo uo¢imo da je
k=1
. 1
1+2+3+...+n—kzlk—2n(n+1). (8)

Ovu jednakost najlakse mozemo dokazati ako racunamo 2 ;_, k tako da sve sumande
2 3 ... n—1 n
n—1 n—-2 ... 2 1
mozemo tako da zbrojimo brojeve u svakom stupcu, a nakon toga zbrojimo sve dobivene

zbrojeve. Ocito, rezultat je n(n + 1). Sad primijetimo da vrijedi

ispiSemo dva puta ovako: Zbrojiti sve ove brojeve

n

D(+1P -k =2 -1)+F -2+ ...+ (n+1)*-n¥)=(n+1 -1 (9)
k=1
i takoder

n n

Z((kz+1)3—k3):Z(3k2+3k+1):3zn:k2+32n:k+n. (10)

k=1 k=1 k=1 k=1

Iskoristimo (8) i usporedimo dobiveni rezultat s (9):

= 1
32k2+3§n(n+1)—|—n:(n+1)3—1.
k=1

Odavde dobivamo "

ZkQZ%((n—l—l)?’—l—gn(n—l—l)—n):
k=1

%(n—i—l—l)((n—&—l)Q—i—(n—l—l)—l—l)—%n(n—i—l)—n):
1 1 1 1
S(n((n+ D2+ (n+1))— gin+1) = onn+1)(n+2) - on(n+1) =
én(njt H2n+4-3)= én(n—l— 1)(2n+1).
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4 Diferencijalne jednadzbe

4.1 Uvod

U mnogim znanstvenim problemima razli¢ite veli¢ine su opisane brzinom promjene. U
osnovi se radi o tome da je nepoznata funkcija zadana nekom jednadzbom u kojoj se
pojavljuje derivacija te funkcije. Takve jednadzbe se nazivaju diferencijalne jednadzbe.
Najjednostavniji primjer diferencijalne jednadzbe je jednadzba f’(x) = f(x). Veé znamo
da je f(z) = €” u osnovi jedino rjesenje takve jednadzbe.

U ovom kontekstu je uobic¢ajeno pisati y umjesto f(z) i, sukladno tome, y umjesto
f'(x). Vise derivacije se onda oznacavaju s y”, y", itd. Pod redom diferencijalne jednadzbe
podrazumijevamo red najvise derivacije funkcije y koja se u jednadzbi pojavljuje. Na
primjer, ¢’ = z?y + 1" je jednadzba drugog reda.

Ovdje ¢emo se ograniciti samo na jednadzbe prvog reda koje se mogu napisati u obliku
y' = R(z,y), pri ¢emu je R poznata funkcija. Najjednostavniji slu¢aj nastupa kad R ne
ovisi o y. Tada imamo jednadzbu oblika ¢y = h(x) gdje je h poznata funkcija. O¢ito, ako
je h neprekidna, ovdje je rjeSenje y zapravo primitivna funkcija od h; drugim rije¢ima, sva
rjesenja su dana s y = [ h(z)dz + C.

Ponekad, kao $to znamo, nismo u stanju primitivnu funkciju dane funkcije napisati
eksplicitno u terminima elementarnih funkcija. Takav je primjer neodredenog integrala
1l e~ dr. U takvim slu¢ajevima pod rjeSenjem dane jednadzbe podrazumijevamo i izraz
u kojem se pojavljuju neodredeni integrali takvih funkcija.

U procesu rjeSavanja svake diferencijalne jednadzbe u nekom trenutku dolazimo u
priliku eliminirati 4’. U tom trenutku se u raéunu pojavljuje proizvoljna realna konstanta.
U konacnici konstanta ne mora biti prisutna u aditivnom obliku (kao $to je to uvijek
slu¢aj kod racunanja odredenih integrala). Na primjer, lako se vidi da je y = Ce®, C' € R,
rjeSenje jednadzbe y' = y.

Kad do rjesenja dane jednadzbe dodemo, ono moze biti izrazeno eksplicitno (tj. u obliku
y = F(z,C) pri ¢emu je F poznata funkcija) ili implicitno (8to znaci u obliku G(z,y,C) =
0, gdje je G poznata funkcija). Povoljnije je imati rjeSenje napisano u eksplicitnom obliku,
no to nije uvijek mogucée. Na primjer, moze se pokazati da je funkcija y za koju vrijedi
%ln(:pQ + y?) + arctan £ + C' = 0 rjefenje jednadzbe y' = =2 a oéito je da iz jednakosti

y+a’
koja definira y u implicitnom obliku ne mozemo funkciju y izraziti eksplicitno.

Definicija 4.1 Diferencijalna jednadzba prvog reda naziva se jednadzba sa separiranim
varijablama ako je oblika y' = R(x,y) pri éemu je R(x,y) = h(x)g(y) (dakle, y =
h(z)g(y))-

Takve su, na primjer, jednadzbe (z + 1)y’ +y?> =0, yy' = e*t?sinz =01 sl.

Veé smo vidjeli da najjednostavniji slu¢aj nastupa kad je g(y) = 1. Tada imamo
jednadzbu ¢y = h(z) i rjeSavanje se svodi na ra¢unanje zadanog neodredenog integrala.

I drugi poseban sluc¢aj, naime 3’ = g(y), rjeSava se jednostavno.

Primjer 4.2 Odredimo sva rjesenja jednadzbe y' = y.
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Prvo ¢emo pretpostaviti da rjesenje y zadovoljava y = y(x) # 0, Vx. Tada mozemo
pisati % = 1, odnosno % = 1. Posljednju jednakost mozemo zapisati i u obliku G'(x) =
F'(x) ako smo oznacili G(z) = In|f(x)| 1 F(z) = z. Odavde je G(x) = F(z) + K gdje je
K konstanta (jer imamo (G(z) — F(z))' = 0,Vx € R). Dakle je In|f(z)| = z + K i zato je
|f(2)| = e"th.

Kako je f(x) # 0, Y, zbog neprekidnosti funkcije f imamo ili f(z) <0, Vz ili f(z) >
0, Vz. Zato je f(x) = £Ce®, C € R, gdje je C = eX.

Sad mozemo uociti i da ova formula daje rjesenje i ako je C' = 0; naime i konstantna
funkcija y = 0 zadovoljava jednadzbu 3’ = y. Time je kompletiran dokaz ¢injenice da je
za svaku konstantu C' € R funkcija y = Ce® rjeSenje zadane jednadzbe.

Ima li drugih rjesenja? Zamislimo da je g(z) proizvoljno rjesenje. Uvedimo novu
funkciju f formulom f(z) = e “g(x). Sada je f'(z) = e *¢'(x) — e *g(x) = 0. Dakle, f
je konstanta; recimo C. Dobivamo f(z) = e "g(x) = C odakle slijedi g(x) = Ce”. Time
je pokazano da su sva rjesenja zadane jednadzbe oblika f(z) = Ce® gdje je C' proizvoljna
realna konstanta.

Sliénim rezoniranjem moze se rijesiti svaka jednadzba sa separiranim varijablama.

Promotrimo jednadzbu 3’ = h(x)g(y) gdje su h i g neprekidne funkcije na svojim do-
menama. Za g(y) # 0 podijelimo jednadzbu s g(y). Pisemo li ﬁ = A(y), dobivamo
A(y)y' = h(zx). Sjetimo se da y oznacava nepoznatu funkciju f varijable z. Imamo, dakle,
A(f(x))f'(z) = h(z). Te su dvije funkcije jednake, pa su im i primitivne funkcije jednake.
Zakljucujemo da je [ A(f(z))f'(z)dz = [ h(z)dz+ C. Ako na lijevoj strani supstituiramo
y = f(z)idy = f'(z)dz, slijedi

/ A(y)dy = / h(z)dz + C. (11)

Ako je G bilo koja primitivna funkcija od A i H bilo koja primitivna funkcija od h, imamo
G(y)=H(z)+C.

Tako vidimo da svako rjesenje y polazne jednadzbe y' = h(z)g(y) zadovoljava G(y) =
H(x) 4+ C. Obratno, ako y zadovoljava G(y) = H(z) + C onda slijedi G'(y)y' = H'(z),
odakle je A(y)y' = h(x).

Zakljucak: G(y) = H(x) + C opisuje u implicitnom obliku sva rjesenja polazne jed-
nadzbe y' = h(z)g(y).

Napomena 4.3 Opisana metoda moze se krace i efikasnije opisati koriStenjem Leibnizove
notacije. Pisemo y' = % pa imamo A(y)% = h(z). Formalno mnozeéi s dz dobivamo
A(y)dy = h(z)dz. PripiSemo li s obje strane znak neodredenog integrala, dobivamo (11).

Jednakost A(y)dy = h(z)dx opravdava naziv ”"separacija varijabli”.

Primjer 4.4 Rijesimo jednadzbu y' + P(z)y = 0. (U prethodnim oznakama imamo

hzx) = —P(z) ig(y) =y.)
Separacija varijabli daje [ %y = — [ P(z)dz odakle je In|y| = — [ P(z)dx + K. Argu-

mentirajuéi kao u primjeru 4.2 vidimo da slijedi y = Ce~ | Pl)de,
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I ovdje smo, kao u primjeru 4.2, dijelili s y $to podrazumijeva da je y # 0 te zato
moramo vidjeti jesmo li na ovaj nac¢in dobili sva rjeSenja. Pretpostavimo zato da je g
proizvoljno rjesenje zadane jednadzbe. Pogledajmo f(z) = g(x)ef P@)dr Sada je

g (2)el PO 4 g(2) P(a)el PO = f(z).

Dakle,
fl(a) = el P@d (g () + P(a)g(x)) = 0.

Odavde je f(z) = C i g(z) = Ce J Pz,

U sljedecih nekoliko primjera pokazat é¢emo kako se diferencijalne jednadzbe prirodno
pojavljuju u rjesavanju problema razlicitog karaktera.

Primjer 4.5 (Radioaktivni raspad.) Zajednicko je svojstvo svih radioaktivnih elemenata:
brzina kojom se dana radioaktivna supstanca raspada (nestaje) proporcionalna je u svakom
trenutku koli¢ini te tvari.

Ako oznac¢imo s y = f(t) kolicinu odredene radioaktivne tvari u trenutku ¢ onda
y' = f'(t) predstavlja brzinu promjene y u trenutku ¢. Prethodno opisani zakon sad dovodi
do diferencijalne jednadzbe ¢y = —ky gdje je k pozitivna konstanta ovisna o specificnoj
tvari koju promatramo. Minus predznak odrazava ¢injenicu da je u ovom slucaju rast
negativan - kako vrijeme protice, koli¢ina y(t) se smanjuje.

Postupajuéi kao u primjeru 4.2 lako dobivamo da opce rjeSenje ove jednadzbe glasi
y = Ce™* gdje je C konstanta. Primijetimo da je y(0) = C, &to je koli¢ina tvari koju smo
imali na poéetku, tj. u trenutku ¢t = 0. Dakle je y = f(t) = f(0)e ¥

I bez poznavanja konstante & i pocetne koli¢ine f(0) iz ovog oblika funkcije y = f(t) do-
bivamo korisne informacije o ovom fenomenu (usporedite diskusiju o vremenu poluraspada
u primjeru 1.38).

Primjer 4.6 (Newtonov zakon hladenja.) Prema Newtonovom zakonu hladenja tijelo
mijenja temperaturu brzinom koja je proporcionalna razlici njegove temperature i tem-
perature medija koji ga okruzuje. (Posebno, nema promjene temperature ako su te dvije
temperature jednake.)

Ako y = f(t) oznacava temperaturu tijela u trenutku ¢, te ako A(t) oznacava poznatu
temperaturu okolnog medija, Newtonov zakon hladenja dovodi do jednadzbe y' = —k(y —
A(t)) gdje je k pozitivna konstanta.

Primijetimo da ovo nije jednadzba sa separiranim varijablama. Dobili smo tzv. linearnu
jednadzbu prvog reda.

Op¢éenito, linearna jednadzba prvog reda je jednadzba oblika y' + P(z)y = Q(z) pri
¢emu su P i @ neprekidne funkcije na nekom intervalu. Na tom intervalu trazimo nepo-
znatu funkciju y. Pomnozimo zadanu jednadzbu s e/ P@)dz  Dobivamo

y/ef P(z)dx + yP(ac)ef P(z)dz _ Q(x)ef P(z)dx
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To mozemo zapisati u obliku

i(yef P(x)d:p) _ Q(I)ef P(:Jc)d:v‘

dx

Izra¢unamo li neodredene integrale, dobivamo
yef P(a)dr /Q(@efp(w)dmdx +C.

Konacno,

y = 6fP(:p)dac(/ Q(I)efp(x)d:vdx +0).

Nije tesko pokazati da sve ovakve funkcije y zadovoljavaju danu jednadzbu i da je
svako rjesenje ovakvog oblika.

U nasem primjeru imamo jednadzbu y' + ky = kA(t). Dakle je P(t) = k1 Q(t) =
kA(t). Kako je [P(t)dt = [kdt = kt + C; dobivamo y = e *~C1( [ kA(t)eM+C1dt +
C). S obzirom da je e"“1C opet konstanta, mozemo je oznaéiti s Co pa imamo y =
e ([ A(t)keFtdt + Cs).

Pretpostavimo sada da je i A(t) = const. Primjera radi, neka je A(t) = 10. Tada
je [A(t)keFdt = 10 [ kektdt = 10ekt. Zato u ovom sluéaju imamo rjesenje y = y(t) =
CQ@ikt + 10.

Pretpostavimo sada da je u trenutku ¢ = 0 u medij konstantne temperature A(t) = 10°
uronjeno tijelo temperature 200° da bi nakon 40 minuta tijelo imalo temperaturu 100°.
Tada iz dobivenog oblika funkcije y(¢) (¢ sada oznaCava vrijeme u minutama) imamo
jednadzbe 200 = C5 + 10, 100 = Coe~*%% 4 10. Lako se dobiva —40k = In(:5) odakle je
ko= RIS § O = 190.

Zelimo li sada izra¢unati potrebno vrijeme da se tijelo ohladi na, npr. 50°, dobivamo
jednadzbu y(t) = 50 = Cae " + 10 odakle je e * = 4. Slijedi —kt = In(5}), odnosno
kt = 1In19 — In4. Odavde kona¢éno dobivamo rezultat ¢ = 40 E igjﬁg. (Napomena. Jer je
In rastuca funkcija, dobili smo ¢ > 40, kako i treba biti.)

Primjer 4.7 (Problem razrjedivanja.) Pretpostavimo da tank sadrzi 100 1 otopine soli
¢ija koncentracija je 0,3 kg soli po 1 1 otopine. U tank ulijevamo novu otopinu soli
koncentracije 0,25 kg soli po 1 1 otopine brzinom 5 1 u minuti. Istovremeno, novonastala
otopina izljeva se iz otvora na dnu tanka istom brzinom 5 I u minuti. Treba odrediti
koli¢inu soli u tanku u svakom trenutku.

Oznac¢imo s y = f(t) koli¢inu soli, mjerenu u kg koja se nalazi u tanku u trenutku ¢
(dakle, t minuta nakon §to je mijesanje otopina pocelo u trenutku ¢ = 0).

Dva procesa utjecu na promjenu y. Otopina koja se ulijeva u tank svake minute unosi u
tank 1,25 kg soli. Otopina koja se izljeva svake minute iznosi 5% kg soli. Tako dobivamo
diferencijalnu jednadzbu y' = 1,25 — 55, tj. ¢/ = %(25 — ).

Ovo je jednadzba sa separiranim varijablama ¢ije rjesenje je y = f(t) = 25 + Ce .
Kako je pocetna koli¢ina soli iznosila f(0) = 30, imamo C' = 5 pa je trazena funkcija
f(t) =25+ 52,
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Primijetimo da je 30 > f(¢) > 25, Vt i da je tlim f(t) = 25. Oba ova podatka su
— 00

intuitivno jasna iz prirode zadatka.

Na kraju jos uo¢imo da iz izraza za y mozemo odrediti t. Dobivamo ¢ = 20 ln(%)
§to omogucuje da izra¢unamo vrijeme u kojem treba zaustaviti proces ukoliko zelimo
zadrzati otopinu u kojoj ukupna koli¢ina soli iznosi y = f(t) za bilo koji zadanu vrijednost
Y, 25 <y < 30.

Zadaci: 10. domaca zadacéa

23

1. Rijesite jednadzbu y = o
2. Rijesite jednadzbu (z + 1)y’ +y?> =0
3. Rijesite jednadzbu (22 — 4)y = v.

4. Rijesite jednadzbu (z — 1)y’ = xy.

5. Rijesite jednadzbu yy' = e*+2 sin .

6. Rijesite linearne jednadzbe postupajuéi kao u primjeru 4.6:

7. Rijesite sljedece jednadzbe uz specifikaciju dobivene konstante uz pomoé¢ zadanog
pocetnog uvjeta:
(a) y' = -2y, y(1) =5,
(b) v =1—3zsinx, y(—1) = -2,
(c) ¥y =22 +1, y(0) =4
8. Pretpostavimo da koli¢ina fosfora P(t) (iskazana u ovisnosti o vremenu ¢) u nekom

zatvorenom vodosistemu zadovoljava jednadzbu P’(t) = 3t + 1 uz pocetni uvjet
P(0) = 0. Odredite koli¢inu fosfora u trenutku ¢ = 10.
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4.2 Primjene

U mnogim bioloskim modelima pokazuju se vaznima jednadzbe sa separiranim varijablama
oblika ¢ = g(y). Ovakve jednadzbe se ponekad zovu autonomne diferencijalne jednadzbe.
Razmotrit ¢emo poblize dva posebna tipa ovakvih jednadzbi koje dobivamo izborom
funkcije g u obliku g(y) = k(y — a), odnosno g(y) = k(y —a)(y — b).

Primjer 4.8 Rijesimo jednadzbu ¢’ = k(y — a).

Pretpostavljajuéi da je g(y) = y — a # 0 imamo ydy = k odakle dobivamo In |y — a| =
kx + Cy. Slijedi |y — a| = e***+¢1. Kako je y — a # 0, zbog neprekidnosti mora biti y — a
stalnog predznaka pa je ili y —a = €“1eF ili y — a = —e“1eF*. Oznacimo u oba slucaja
konstantu s C' pa sva dobivena rjeSenja mozemo zapisati u obliku y = Ce** + a, gdje je
C e R\ {0}.

Kao i u primjerima 4.2 i 4.4 moramo dopustiti moguénost da ima i drugih rjesenja jer
smo do sada radili s pretpostavkom da je ¢g(y) =y — a # 0.

Uzmimo zato proizvoljno rjesenje r(z) i uvedimo funkciju ri(z) = (r(z) — a)e
Slijedi 7 (z) = r'(z)e % — k(r(z) — a)e™** = (k(r(x) — a) — kr(x) + ka)e ™" = 0. Odavde
zakljucujemo da je r1(z) = const. = C, tj. (r(z) — a)e " = C, odnosno r(z) = Ce** + a.
Primijetimo da je ovdje moguée i C' = 0, tako da uz prethodno dobivena rjeSenja dobivamo
i 7(x) = a. Sveukupno, opée rjesenje je oblika y = Ce*® 4 a, C € R.

—kx

Primjer 4.9 Rijesimo jednadzbu ¢/ = k(y — a)(y — b).

(a) Prvo promotrimo slucaj a # b.

. dy . .. 1 . . ..

Kako je = G=b) = kdx, trebamo funkciju T=w=b rastaviti na parcijalne razlomke.
Iz m = +% dobivamo jednadzbu a(y—b)+B(y—a) = 1. Odavde je a+5 =0
i—ab— fa=0pa nalazimo da je rjesenje o = 1b7 8= ;1

Sada imamo f 4 — ﬂ)a sdy = [ kdz, a odavde je ﬂ(ln]y —a| —Inly — b

y—a _

kx + C1, odnosno ﬂ ln =2 = kax + C1. Kao i prije eksponenciranjem slijedi =

+eC1(a=b) gk(a—b)z
Oznaéimo li C' = +e©1(@=Y) konaéno dobivamo opée rjesenje uobhku u=a — Cehla=blr O ¢

R\ {0}. Konacno, odavde je y = %. Moze se pokazati da su Jedlna preostala
rjeSenja y = a, y = .
(b) Ako je b = a imamo jednadzbu ¥ = k(y — a)?. Osim trivijalnog rjesenja y = a

imamo i (yiz’[’l)Q = kdx odakle nalazimo —y—ia = kx + C, odnosno y = —ﬁ + a.

Promotrimo sada neke bioloske modele koji su opisani diferencijalnim jednadzbama
kakve smo diskutirali u primjerima 4.8 i 4.9.

Primjer 4.10 Eksponencijalni rast.

Neka N (t) oznacava brojnost neke populacije u trenutku ¢ > 0, te neka je N(0) = Ny >
0. Promjena populacije je opisana jednadzbom N’(t) = rN(t). Kad je r > 0 brojnost
populacije raste, dok za r < 0 brojnost populacije opada.

Iz primjera 4.8 znamo da je rjeSenje N(t) = Ce™. Iz pocetnog uvjeta N (0) = Ny slijedi
N(t) = Npe™.
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Odavde vidimo da za r > 0 populacija raste eksponencijalno i to bez granice jer je
lim N (t) = oo.

t—o00

Primjer 4.11 Ogranicen rast: Bartalanffyjev model.

Neka L(t) oznacava duljinu ribe starosti ¢ > 0. Model pretpostavlja da funkcija L(t)
zadovoljava jednadzbu L'(t) = k(A — L(t)) uz pocetni uvjet L(0) = Lo. Ovdje je A
pozitivna konstanta takva da je A > Lg. I kK > 0 je takoder konstanta.

Smisao je da se u modelu pretpostavlja da L(t) raste proporcionalno razlici A — L(t);
Sto se vise iznos L(t) priblizava vrijednosti A, to je rast usporeniji. Kad L(t) dosegne
vrijednost A imamo L'(t) = 0 i rast prestaje - dakle, A predstavlja teorijski maksimum
do kojeg riba moze narasti.

Prema primjeru 4.8, rjesenje je dano s —A + L(t) = Ce™*. Sad pocetni uvjet daje
~A+ Lop=C paimamo A — L(t) = (A — Lg)e ", odnosno, L(t) = A — (A — Lg)e .

Dobili smo Bartalanffyjevu jednadzbu koju smo analizirali veé i prije. Primijetimo da
je (8to se u postavkama modela i impliciralo) tlgglo L(t) = A. Zbog ovoga se Cesto konstanta

A oznacava s Lgg.

Primjer 4.12 Logisticka jednadzba.

Logisticka jednadzba opisuje rast populacije u kojoj je rast per capita ovisan o gustodi.
Oznac¢imo s N (t) brojnost populacije u trenutku ¢ > 0 i promotrimo jednadzbu % =
rN(1— %) pri éemu su r, K > 0 konstante.

Jednadzbu mozemo pisati u obliku %% =r(l- %) Velic¢ina %%’ opisuje rast per
capita. U ovom modelu taj rast ovisi linearno o veli¢ini populacije V.

Velicina K se zove kapacitet rasta, a velicina r intrinsi¢na brzina rasta. Iz jednadzbe
vidimo da je rast pozitivan za N < K, a negativan ako je N > K. Dakle, K predstavlja
veli¢inu populacije koju vanjsko okruzenje (sistem) moze podnijeti.

Pisuéi jednadzbu u obliku % = —%N(N — K) vidimo iz primjera 4.9 (ovdje je a = 0,
b= K) da je rjesenje
~KCe x“Kt  _CKert CK K

Tl _Ce kKt 1-Cet C—et 1- et

N(t)

Uz pocetni uvjet N(0) = Ny dobivamo Ny = % odakle je C = N(])V_OK. Tako konacno
dobivamo oblik

B K
14 (£ = e

s kojim smo operirali i ranije. Uoc¢imo da je tlim N(t)=K.
—00

N(t)

Ovdje smo ignorirali trivijalna rjesenja N(t) = 0 i N(t) = K koja bismo dobili iz
trivijalnih pocetnih uvjeta N(t) = 0, odnosno N (t) = K.

U daljnjem pretpostavimo da je Ny < K.

Iz pocetne jednadzbe je vidljivo da je N’ > 0 pa je u ovom slucaju N rastuéa funkcija.
Tocka t = 0 je tocka globalnog minimuma funkcije N na intervalu [0, c0), dok globalnog
maksimuma na tom intervalu ova funkcija nema.
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Nadalje, iz polazne jednadzbe vidimo da je N”(t) = r(1 — %) +rN(t)(—4). Slijedi
N"(t)=r(1- %(t)) Odavde lako utvrdujemo da je za N(t) < & funkeija konveksna, dok
je za N(t) > % funkcija konkavna. Tocka t za koju vrijedi N(t) = % je tocka infleksije.
(Napomena. Jasno je da ovi posljednji zakljucci vrijede tek ako za pocetnu vrijednost Ny
imamo Ny < %)

Graf funkcije N(t) za K =6, Ny =1

Zadaci: 11. domada zadacda

1. Neka L(t) oznacava duljinu odredene vrste ribe u ovisnosti o starosti ¢ > 0, pri
¢emu vrijeme mjerimo u mjesecima. Neka vrijedi % = k(Lo — L(t)) uz L(0) =1,
k,Loo > 0, Loo > 1. Istrazivanje pokazuje da asimptotska duljina ove vrste ribe
iznosi 123 cm, te da riba starosti 27 mjeseci dosegne polovinu asimptotske duljine
tijela Loo. Odredite K i Lo. Odredite duljinu ribe nakon 10 mjeseci. Odredite

starost u kojoj riba dosegne 90% asimptotske duljine.
2. Rijesite jednadzbu % = 2y(3 — y) uz pocetni uvjet y(1) = 5.
3. Rijesite jednadzbu % = (2 — y)(3 — y) uz pocetni uvjet y(0) = 1.
4. Rijesite jednadzbu % = 42 — 4 uz pocetni uvjet y(0) = 0.
5. Rijesite jednadzbu % = 9% + 4 uz pocetni uvjet y(0) = 2.

6. Neka je N(t) velicina neke populacije u ovisnosti o ¢t > 0. Pretpostavimo da vrijedi
4 = 15N (1 — £). Rijesite ovu jednadzbu uz poéetni uvjet N(t) = 10. Odredite

tlggoN(t).
7. Promotrimo jednadzbu dd—];[ =rN(1— %) Uz pocetni uvjet N(0) = Ny pokazali smo
da je rjeSenje ove jednadzbe dano s
K
N(t) = K it
1+ (5 —De
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10.

11.

Pokazite da vrijedi i

1. K- Ny 1 N(t)
=-In(——) + -In(——=—).
r= N ) G N

Ova jednakost u praksi sluzi da se u modelima za koje vjerujemo da su podvrgnuti

logistickom zakonu odredi r. Pretpostavimo da je N(0) = 10, N(5) = 22, N(100) =
30 i N(200) = 30. Ocijenite 7.

. Pretpostavimo da je populacija odredene vrste divljaci N () opisana jednadzbom

% =rN(l— %) — H. Smisao je da se populacija 8iri po logistickom zakonu pri

¢emu u svakoj jedinici vremena imamo fiksni gubitak u iznosu od H jedinki (¢emu
uzrok moze biti, npr. lov). Rijesite ovu jednadzbu za r = 2, K = 1000, H = 180.

. U prethodnom modelu veli¢ina H je bila konstantna. Model se moze adaptirati tako

da gubitak nije konstantan nego proporcionalan veli¢ini populacije. To dovodi do
jednadzbe dd—];[ =rN(1 - %) — hN. Rijesite ovu jednadzbu za r = 2, K = 1000,
h=0,1.

Pretpostavimo da tank sadrzi 1000 1 vode u kojoj je otopljeno 2 kg soli. Odredite
koncentraciju soli u g/l u ovoj otopini.

Pretpostavimo da zelimo iz ove otopine dobiti otopinu u kojoj ¢e koncentracija soli
iznositi 1 g/l. To mozemo uéiniti na dva nacina:

(a) U tank dolijevamo ¢istu vodu (pretpostavimo da je kapacitet tanka dovoljno
velik). Izracunajte koliko litara Ciste vode treba doliti. (Uputa: elementarno.)

(b) U tank ulijevamo ¢istu vodu brzinom od 2 litre u sekundi i istovremeno (uz
pretpostavku da se otopina i voda instantno i idealno mijesaju) ispustamo kroz
ventil na dnu tanka novonastalu otopinu istom brzinom od 2 litre u sekundi.
Odredite vrijeme koje je potrebno da postignemo zeljenu koncentraciju soli te
koli¢inu vode koju smo pritom ulili u tank. (Uputa: postupite kao u primjeru
4.7.)

Jezero ima volumen 6800 m®. Voda utjece i istjece iz jezera istom brzinom od 170
litara u sekundi. S obzirom na sastav okolnog tla poznato je da je koncentracija izv-
jesne tvari otopljene u jezeru i u dolaznom vodenom toku 0,7 mg/l. Pretpostavimo
da se uslijed izvjesne havarije koncentracija otopine te tvari u jezeru poveéa za 10%.
Koliko ¢e vremena proteéi prije nego se koncentracija otopine vrati u ravnotezni
polozaj. (Uputa: 1 m? sadrzi 1000 1 vode.)

Napomene i komentari
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5 DMatrice i sustavi linearnih jednadzbi

5.1 Operacije s matricama

Promotrimo tri sustava s po dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice:

l‘1+l‘2:4 .’El—21‘2:1 2.’131—:E2:1
rKT — T = 2, 2%’1 — 41’2 = 2, 4%’1 — 21’2 = 0.

U prvom slucaju jedino rjesenje je ureden par (3, 1), drugi sustav ima beskonaéno mnogo
rjesenja; to su svi uredeni parovi oblika (2t + 1,¢), ¢ € R, a treéi sustav nema rjesenja.
Dobro poznata analiticko-geometrijska interpretacija sustava linearnih jednadzbi s dvije
nepoznanice pokazuje da su to upravo svi slucajevi koji mogu nastupiti. U toj inter-
pretaciji svaku jednadzbu shvacamo kao jednadzbu pravca u ravnini. Tako rjesavanje
sustava svodimo na geometrijski problem nalazenja sjeciSta dvaju pravaca. Jasno je da
se dva pravca mogu sjeéi u jedinstveno odredenoj tocki, mogu biti paralelni te stoga bez
zajednickih tocaka i mogu se podudarati. Upravo to su situacije koje uocavamo, redom,
u tri prethodno navedena sustava.

Opéenito se u praksi prirodno pojavljuju i sustavi linearnih jednadzbi s vise od dvije
nepoznanice. U takvim situacijama ocito se viSse ne mozemo osloniti na analiticko ge-
ometrijsku interpretaciju i zato je nuzno naéi drugacije interpretacije i metode rjesavanja.

Promotrimo ponovo prvi od navedenih sustava i rijeSimo ga na uobicajeni nacin.
1 +  x2 = 4

Najprije mozemo od druge jednadzbe oduzeti prvu. Dobivamo 9 9 -
_ g = —

= 4
Tt T2 . Na kraju, drugu

Podijelimo sad drugu jednaddbu s —2; dobivamo . 1
2 =

I

jednadzbu oduzmimo od prve; dobivamo sustav u kojem se rjeSenje

Tro = 1
eksplicitno pojavljuje (is¢itava): z1 = 3, zo = 1. Jasno je da navedeni postupak mozemo
evidentirati tako da naznacimo §to se u svakom pojedinom koraku dogadalo s koefici-
jentima sustava. Zapisujuéi samo koeficijente u odgovarajucéu tablicu (i pamteéi pozicije
nepoznanica 1 1 x2 te mjesto i ulogu slobodnih koeficijenata), nas postupak rjesavanja
moze biti zapisan na sljedeé¢i nac¢in:

1 1] 4 1 1] 4 11 ] 4 1 0 | 3
1 -1 ] 2 0 -2 | -2 01 | 1 0 1 | 1|
Ovakav nac¢in oznacavanja prirodno nas dovodi do pojma matrice. Matrice se po-

javljuju i u brojnim drugim situacijama.

Definicija 5.1 Realna matrica tipa (m,n) je kolekcija od mn realnih brojeva organiziranih
um redaka i n stupaca. Skup svih realnih matrica tipa (m,n) oznacavamo s Myy,.

Tipi¢no, matricu A € M,,, zapisujemo u obliku

A A Az ... Ay

Aoy Ags Ao ... Ao,

A= | A1 Azx Azz ... Az
L Aml Am2 Am3 s Amn |
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Brojevi A;; zovu se koeficijenti matrice. Cesto simbolicki pisemo i A € My, A = [A;j]
pri ¢emu je iz formata matrice (m x n) jasno da je ovdje 1 <i<m, 1 <j < n.

2 -3
Na primjer, za A= | 1 8 | € M3s imamo A1 = 2, Ao = —3 itd.
5 b5

Matri¢ne koeficijente je prirodno oznacavati s dva indeksa. Pritom prvi indeks pokazuje
redak, a drugi indeks stupac u kojem se odredeni koeficijent nalazi. Na taj nacin oznaka
A;; jednostavno pokazuje "adresu” pozicije u matrici na kojoj se taj koeficijent nalazi.

Za matrice A = [A;;] i B = [By;] kazemo da su jednake ako su istog tipa i ako su im
svi odgovarajudi koeficijenti jednaki: A;; = B;j, Vi, j.

Ukoliko je matrica A tipa (n,n) kazemo da je A kvadratna matrica (s n redaka i n
stupaca). Skup svih kvadratnih matrica tipa (n,n) kratko oznacavamo s M,.

Nadalje, cesto je korisno operirati i s jednostuptanim matricama. To su matrice tipa
(m, 1), a skup svih takvih matrica u skladu s opéim sustavom oznacavanja biljezi se s
M,,1. Analogno, M, predstavlja skup svih matrica sa samo jednim retkom i n stupaca.
Posebno, kad je n = 2, imamo zapravo uredene parove realnih brojeva (s kojima uobi¢ajeno
operiramo kad u koordinatnom sustavu zapisujemo koordinate pojedinih toc¢aka). Sli¢no,
za n = 3 govorimo o uredenim trojkama realnih brojeva. Treba primijetiti i da se u
trivijalnom slu¢aju m = n = 1 zapravo radi o brojevima (te mozemo pisati M; = R).

U praksi se ¢esto susre¢u matrice razli¢itih tipova poput, primjerice, A = (1, %, —4,5),

1 1 0 1
B=1]0 -2 5 |,C =1 6 | isl. Potreba za matricama prirodno se javlja u svim
1 8 -2 5

situacijama u kojima se odredeni podaci trebaju zapisati organizirano tako da iz zapisa
mozemo procitati kronologiju kojom su ti podaci prikupljeni, ili ulogu koju ti podaci
u naSem razmatranju igraju ili bilo koju drugu znacajku (karakter, hijerarhiju, ...) tih
podataka.

Opisimo sada algebarske operacije s matricama: mnozenje matrice realnim brojem i
zbrajanje matrica.

Definicija 5.2 Neka je A = [Aij] € My, i oo € R Umnozak ili produkt oA se definira
kao matrica istog tipa, A € My, ¢iji su koeficijenti definirani s (aA);; = aAyj.

Za A = [Aij], B = [Bij] € My, definira se zbroj kao matrica istog tipa, A+ B € My,
¢igi su koeficijenti definirani s (A + B)ij = Ayj + Bij.

Obje operacije su definirane prirodno, ”po koeficijentima”. Na primjer,
(_2)—11_2—2 —113+121_034
-2 4| |4 =8| -2 41 11 1| | -15 2]
Uoc¢imo da svaku matricu mozemo mnoziti realnim brojem, dok se zbrajati mogu samo
matrice istoga tipa. U oba slucaja rezultat je matrica istog tipa kao i matrice na kojima

smo te operacije vrsili.
U vezi s operacijom zbrajanja korisno je uociti tzv. nul-matricu kao matricu ¢iji su svi
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00 ... 0
0 0 ...
koeficijenti jednaki 0, 0 € My,,, 0= | . . . | - Primijetimo da nul-matrica moze
00 ... 0
biti proizvoljnog tipa, no bez obzira na format koristimo istu oznaku. To ipak nece dovesti
do zabune jer je uvijek iz konteksta jasno kojeg tipa je nul-matrica koja se u odredenom
rac¢unu pojavljuje.
Iz definicije zbrajanja je odmah jasno da vrijedi A +0 = A kao i 04+ A = A za svaku
matricu A. Nadalje, za matricu A = [A;;] € My, definiramo tzv. suprotnu matricu

—A € My, ¢iji koeficijenti su definirani s (—A);; = —A;;. Na primjer, za A = [ ; _é ]

:; (1) ] Jasno je da vrijedi A+ (—4) =01 —A+ A = 0, za svaku

imamo —A = [

matricu A.
Svojstva operacija mnozenja matrica realnim brojem® i zbrajanja matrica navodimo u
sljede¢em teoremu.

Teorem 5.3 Za operacije zbrajanja matrica © mnoZenja matrica realnim brojem vrijedi:
1. A+ B)+C=A+(B+C(C),VA,B,C € Mun;
. A+ B=B+ A VA B € Mu,;
. A+0=A, VA€ My,
. —A+A=0,VA € Munn;

. (a+pB)A=aA+ BA, VA € My, Yo, B € R;

2
3
4
5. a(A+ B) = aA+ aB, VA, B € My, Va € R;
6
7. a(BA) = (aB)A, VA € My, Va, 5 € R;

8

. 1-A VA€ My,,.

Dokaz: Sve su tvrdnje zapravo oc¢ite. Formalni dokazi sastoje se od direktnih provjera
koje izostavljamo. O

Svojstvo (1) se naziva asocijativnost zbrajanja matrica, a svojstvo (2) komutativnost.
Svojstva (5) 1 (6) se nazivaju distributivnost u odnosu na matri¢ni faktor i distributivnost
u odnosu na skalarni faktor. Svojstvo (7) se naziva kvaziasocijativnost (prefiks ”kvazi”
odrazava ¢injenicu da se u jednakosti pojavljuju dvije vrste mnozenja: mnozenje matrica
skalarima i (u zagradi na desnoj strani jednakosti) medusobno mnozenje realnih brojeva.

80bicaj je da se ovom kontekstu realni brojevi nazivaju skalari. Cesto se zato kaze da aA predstavlja
produkt matrice A i skalara c.

Inace, promatraju se i matrice s kompleksnim koeficijentima i tada ulogu skalara preuzimaju komplek-
sni brojevi. U toj situaciji definicije mnoZenja skalarom i zbrajanja su iste. Ovdje ¢emo se u nagim
razmatranjima ograniciti samo na realne matrice.
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U osnovi, teorem tvrdi da za operacije s matricama vrijede ”"uobicajena ra¢unska pra-
vila”, analogna onima koja vrijede za zbrajanje i mnozenje brojeva. Korisno je primijetiti
da se pravila (5) i (6), ako ih primjenjujemo ¢itajuéi jednakost s desna na lijevo prepoznaju
kao ”izlu¢ivanje” na kakvo smo navikli pri ra¢unanju s brojevima. U daljnjem ¢emo ova
pravila koristiti presutno bez posebnih komentara.

Uz mnozenje skalarima i zbrajanje, matrice se mogu i mnoziti. Medutim, mnoZzenje
matrica je drugacije strukturirana operacija. Prije svega, matrice se mogu mnoziti tek ako
su njihovi tipovi posebno uskladeni.

Definicija 5.4 Za matrice A € My, 1 B € M,s kaZemo da su ulancane ako je n = r.
Drugim rijecima, matrice A i B su ulancane ako je broj stupaca matrice A jednak broju
redaka matrice B.

Napomena 5.5 U definiciji ulanc¢anih matrica bitan je poredak. Primijetimo, npr., da
su matrice A € M3y i B € My ulancane, dok iste matrice B i A (dakle, u obratnom
poretku) nisu ulancane.

Kvadratne matrice istog tipa A, B € M, su uvijek ulan¢ane u oba poretka.

Sad mozemo definirati operaciju mnozenja matrica. Produkt AB ¢e biti definiran samo
u slucaju kad su matrice A i B ulancane.

Definicija 5.6 Neka su A = [A;j] € My, © B = [Byj] € M,,s. Tada se produkt matrica A i
B definira kao matrica AB € My, pri cemu su koeficijenti (AB);; matrice AB definirani
S (AB)M = ZZ:lAik’Bka 1= 1,2,...,m, j = 1,2,...,8.

Smisao definicije je u tome da koeficijente produkta AB dobivamo mnoze¢i retke ma-

trice A sa stupcima matrice B. Precizno, to znaci sljedece: i-ti redak matrice A glasi
Blj

o

[Ai1Aio ... A, a j-ti stupac matrice B inosi ,] . Sada i-ti redak od A mnozimo s
By

j-tim stupcem od B tako da mnozimo redom ”¢lan po ¢lan” i sve dobivene umnogke zbro-

jimo; rezultat A;1 Bij + AipBaj+ ...+ AinBnj = > ;1 AikBr; je, po definiciji, koeficijent
na poziciji (4, 7) u produktu AB.

10 3

2 1
Primjer 5.7 b2 01| = 012 .
45 14 16

Odmah se moze uociti da je A0 = 0 i 0A = 0 za svaku matricu A (pri ¢emu ovdje
nul-matrica mora biti formatirana tako da ovi produkti budu definirani).

Nadalje, istaknimo da mnozenje matrica nije komutativna operacija. Naime, uzmemo
li proizvoljne ulanc¢ane matrice A i B, prije svega B i A ne moraju biti ulancane, pa
produkt BA onda nije niti definiran. Cak i kad su oba produkta definirana, rezultati
opc¢enito nece biti isti. Oznacimo li matrice iz prethodnog primjera s A i B vidimo da je
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AB € M;. U ovom sluéaju te su matrice ulan¢ane i u obratnom poretku, no produkt BA
je matrica tipa (3, 3) koja stoga nikako ne moze biti jednaka AB.

U posebnoj situaciji kad su oba faktora kvadratne matrice istog tipa, recimo A, B €
M,,, oba produkta AB i BA su definirana i oba produkta su ponovo kvadratne matrice
istog tipa (n,n). Medutim, ¢ak ni tada ovi produkti neée opéenito biti jednaki. Npr.
T e TS

00 10 0 0} 10 00 0 1|

S druge strane, zanimljivo je da postoji matrica koja igra ulogu jedinice pri operaciji

1 0 ... 0

01 ... 0
mnozenja. Za n € N definirajmo kvadratnu matricu I € M,, I = R )

00 ... 1
(jedinice na dijagonalnim mjestima (1, 1), (2,2), ..., (n,n), a svi ostali koeficijenti su jedna-

ki 0). Matrica I se naziva jedini¢na matrica n-tog reda. Sad je lako ustanoviti (provjerite!)
da za svaku matricu A € M,,,, vrijedi IA = A1 AI = I. Primijetimo da je matrica I koja
se pojavljuje u prvoj jednakosti m-tog reda, dok matrica I koja mnozi A s desne strane
n-tog reda’.

U sljedeé¢em teoremu navodimo svojstva mnozenja matrica.

Teorem 5.8 Za sve matrice za koje su navedeni produkti definirani vrijedi:

~

. A(B+C) = AB + AC;

2. (A+ B)C = AC + BC;

3. (ad)B = A(aB) = a(AB), a € R;
4. TA=A, AI = A;

5. A(BC) = (AB)C.

Dokaz: Formulacija ”za koje su navedeni produkti definirani” zna¢i da matrice koje se
pojavljuju na lijevoj strani navedenih jednakosti moraju biti formatirane tako da navedene
operacije imaju smisla. U svim takvim slu¢ajevima, tvrdi se da je navedena jednakost
totna. Na primjer, u prvoj jednakosti matrica A moze biti proizvoljnog tipa (m,n).
Matrice B i C' moraju biti istog tipa da bi se mogle zbrojiti, a istog tipa ¢e onda biti i
njihov zbroj. S obzirom da A mnozi taj zbroj, jasno je da sada mora biti B, C € M, pri
¢emu s moze biti proizvoljan prirodni broj.

Sami dokazi navedenih jednakosti svode se na direktnu provjeru. U prve cetiri jed-
nakosti ta je provjera sasvim lagana pa je izostavljamo. Dokazimo posljednju tvrdnju.

Neka je A = [Aij] € My, B = [Bij] € Mys, C = [Cy] € My. Uocimo da je tada
AB € M,,s, pa je produkt (AB)C definiran i rezultat je matrica iz M,,;. Sasvim analogno
se vidi da je i A(BC) € M,,;. Zato preostaje samo vidjeti da su u matricama (AB)C' i
A(BC) svi odgovarajuéi koeficijenti jednaki.

°T ovdje, kao i kod nul-matrice, koristimo istu oznaku za matrice I razli¢itih formata, a kontekst u
kojem se I pojavljuje upuéuje na format matrice I koja se pojavljuje u svakom pojedinom racunu.
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Odaberimo proizvoljne 1 <:<mil < j <t. Sada je

[(AB)Cli; = > [ABJaCrj = > (Y AuBui)Ch;,
k=1 k=1 I=1
a s druge strane imamo
[A(BO)ij = > Ap[BClyj =Y Aip(d_ BpCrj) = > (O AipBpr)Crj,
p=1 p=1 r=1 r=1 p=1

odakle je o¢ito da su dobiveni rezultati identi¢ni (do na izbor indeksa sumacije, sto je
irelevantno). Zamjena redoslijeda sumiranja (Sto je sadrzaj posljednje jednakosti) moguéa
jer su sume konacne, a zbrajanje realnih brojeva komutativno i distributivno. o

Napomena 5.9 Ako je A € M, proizvoljna kvadratna matrica, definiramo potencije
A2=A-A A3=A-A-Ai zaproizvoljan k € N, A = A-A-A... .. A (k faktora).
Na primjer, za A = [ (1] (1) ] imamo A2 =1, A3 = A, A* =1, itd.
Napomena 5.10 Na prvi pogled, mnozenje matrica se moze u¢initi neprirodnom i zamr-
Senom operacijom. Pokazat ¢e se, medutim, da je mnozenje matrica vrlo korisno te da se
u mnogim situacijama sasvim prirodno pojavljuje.
Za sada, pokazimo to samo na primjeru sustava linearnih jednadzbi. Pogledajmo
T1 + ®my = 4 . . . _[1 1} _[131:| _[4]
sustav i uvedimo matrice A = , X = , B = .
rr — T2 = 2 1 -1 o 2
Lako se provjeri da je sada matriéna jednakost AX = B jednostavan i kompaktan zapis
polaznog sustava.
I opéenito, ako bismo promatrali opéi sustav linearnih jednadzbi koji se sastoji od m
jednadzbi s n nepoznanica

Anxy + Apze + ...+ Az, = B
Aoixy  +  Agoxe 4+ ... 4+ Agpx, = B
Apmizr + Apor2 + ...+ Appr, = Bp

pri ¢emu su A;;, B; zadani koeficijenti, mozemo uvesti matrice

A A ... A
Aoy Ay ... Ay,
A= . . . S an,
Aml Am? <o Amn
il Bl
T2 By
Ty B,
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Opet je lako ustanoviti (provjerite!) da matri¢na jednakost AX = B predstavlja upravo
polazni sustav linearnih jednadzbi. Preciznije, matricna jednadzba AX = B ekvivalentna
je zadanom sustavu linearnih jednadzbi.

Kad racunamo s brojevima cesto se pojavljuje potreba za ”dijeljenjem”. Veé smo
istaknuli da dijeljenje nije neka nova operacija; stvarni sadrzaj oznake % je mnozenje broja
3 brojem 87! §to je multiplikativni inverz broja 8 (pa, dakle, vrijedi 8 -8~ = 1). Prema
aksiomu A7 znamo da svaki broj osim 0 ima multiplikativni inverz pa stoga smijemo
”dijeliti” sa svakim brojem razli¢itim od 0.

Po analogiji, mozemo i za matricu A (ovdje ¢emo se ograniciti samo na kvadratne
matrice) pokusati potraziti njezin multiplikativni inverz.

Definicija 5.11 Neka je A € M,,. KaZemo da je matrica A reqularna ako postoji matrica
B € M, takva da vrijedi AB = BA = I. U tom sluéaju matrica B se oznacava s A™1 i
naziva inverz matrice A.

Ako za danu matricu A takva matrica B ne postoji, kazZe se da je A singularna matrica.

Napomena 5.12 (a) Veé smo spomenuli da je svaki realan broj a # 0 regularan (ima
multiplikativni inverz). Kod matrica nije tako. Npr. lako se mozemo uvjeriti da je matrica

A= [ L1 ] € M, singularna. Zaista, kad bi postojala matrica B = { gn gm ] takva
21 D22

2 2
da vrijedi AB = I, izjednatavajuéi koeficijente na odgovarajué¢im matri¢nim mjestima
dobili bismo jednadzbe By; + Bo1 = 1, Big + B = 0,2B11 + 2B91 = 0,2B19 + 2By = 1,
koje su ocito medusobno proturjecne.

11

1 2 ] € M> regularna te da je

S druge strane, lako je uvidjeti da je matrica A = [

-1 1

(b) Oc¢ito je I regularna matrica i 1! = I (uocite da isto vrijedi za broj 1 u polju
realnih brojeva).

(c) 1z definicije je odmah jasno: ako je matrica A regularna, onda je i A~! regularna
matrica i njezin inverz je upravo A; dakle (A1)~ = A.

(d) Ako je matrica A regularna, njezin inverz je jedinstven. Zaista, pretpostavimo da
za matricu A postoje matrice B i C takve da je AB = BA=11AC =CA = 1. Sada
umnozak BAC koriStenjem asocijativnosti mozemo izracunati na dva nacéina: s jedne
strane imamo (BA)C = IC = C, a s druge B(AC) = BI = B. Zakljucak: B = C.

(e) Ako su matrice A i B, obje n-tog reda, regularne, onda je i njihov produkt AB
regularna matrica. Stovise, tvrdimo da je (AB)~! = B~1A~!. Zaista, (AB)(B™'A71) =
A(BB YAt = ATA™! = AA~! = I. Sasvim analogno se vidiidaje (B~1A™1)(AB) = I.
Sad se lako vidi i da je produkt od k regularnih matrica, k € N, takoder regularna matrica.

Al = [ 2 -1 ] (provjerite!).

Jedno od centralnih pitanja matri¢nog ra¢una je karakterizacija regularnih matrica.
Neformalno govoredi, pitanje glasi: kako prepoznati regularnu matricu. Preciznije, po-
trebno je naéi nuzne i dovoljne uvjete pod kojima je dana matrica regularna. Dodatno,
kad je matrica regularna, potrebne su nam i metode za racunanje njezinog inverza.
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Jedan od vaznih alata u karakterizaciji regularnih matrica je determinanata. Izlaganje
opce teorije determinanti prelazi okvire ovih razmatranja. Zato ¢emo se (na sasvim nefor-
malnom nivou) ograni¢iti samo na izlaganje glavnih ¢injenica o determinantama kvadrat-
nih matrica drugog reda.

Definicija 5.13 Neka je A = A A
Agr Ago

det A deﬁmmn sdet A= A11A22 — A12A21.

} Determinanta matrice A je realan broj

2 1
Neka svojstva determinante su ocita (poput det(ad) = o det A), no ovdje izostavljamo
sustavni pregled svih ¢injenica o determinantama. Istaknut ¢emo tek jedno od najvaznijih
svojstava determinante:

Ocito je iz definicije da vrijedi det 0 = 0, det I = 1, det [ L4 ] =—T.

Teorem 5.14 Neka su A, B € My. Tada je det(AB) = det A - det B.
Dokaz: Neka je A = [A;;], B = [B;j]. Tada je

A11B11 + A12Ba1 A11Big + A12B2»

AB == )
A21B11 + AgeBoy A1 Bia + Az B

det(AB) =
(A11B11 + A12B21)(A21B12 + A22B22) — (A21B11 + Ag2Bo1)(A11 B2 + A12Bg2) =

(A11A22 — A12A21)(BHBQQ — BIQB21) = det A - det B.
O

Sad smo u moguénosti dokazati Zeljeni teorem kojim se karakteriziraju regularne ma-
trice drugog reda.

Teorem 5.15 Neka je A = ﬁll jn € My. Tada je A regularna ako i samo ako
21 A2 |
vrijedi det A # 0. U tom slucéaju je
L[ An —Ap
detA | —Aar  An |7

Dokaz: Pretpostavimo da je A regularna matrica. Tada postoji matrica B takva da je
AB = I. Tada je det(AB) = detI = 1. Prema prethodnom teoremu odavde imamo
det A - det B = 1 sto pokazuje da je nuzno det A # 0.

Ay —A

Obratno, ako je det A # 0, pogledajmo matricu B = ﬁ [ ) A12 . Direkt-
—A 11

nom provjerom se vidi da za ovako definiranu matricu B vrijedi AB = BA = I; dakle, A

je regularna i B je njezin inverz. O
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Primjer 5.16 (a) Matrica A = [ ; ; ] je singularna jer je det A = 0.

(b) Matrica A = [ 4

9 6 ] je regularna jer je det A = 22. Prema formuli iz prethodnog

|

Sjetimo se da je, po definiciji, matrica A regularna ako postoji matrica B takva da
AB = BA = 1. S obzirom da mnozenje matrica opéenito nije komutativno, ne moze se a
priori zakljuciti da AB = I povlati BA = I. Medutim, taj zakljucak se moze izvesti uz
pomo¢ prethodnog teorema.

‘»—l’:\w
[k~

teorema ovdje je A~! = % [ _g _31 ] = [ B

—

1

—
-

Korolar 5.17 Neka za matricu A € My postoji matrica X takva da je AX = 1. Tada je
A regularna i X = A71.

Dokaz: Zbog pretpostavke je det(AX) = detI. Iz prethodnog teorema izlazi det A -
det I = 1 odakle zaklju¢ujemo da je det A # 0. Opet prema prethodnom teoremu za-

kljuéujemo da je A regularna matrica. Sad pomnozimo jednakost AX = I s lijeve strane
s A~ pa dobivamo A7'AX = A71I, tj. X = AL O

Napomena 5.18 Determinanta se opéenito definira za kvadratne matrice bilo kojeg tipa.
Opca definicija se moze dati na vise ekvivalentnih nac¢ina, no ni jedan nije sasvim jednos-
tavan.

Navedimo samo formulu za determinantu matrice tre¢eg reda. Radi se o jednom od ek-
vivalentnih nac¢ina koji omogucuje da se determinanta matrice treéeg reda ra¢una pomocu
determinanti 2 x 2 matrica:

A Aip Az
det | A1 Az Axz | =
Az1 Az Asg
Ago Ao } [ Ao Ao } [ Ag1 Ag ]
Aqq det — Ao det + Az det =
11 [A32 As3z 12E0 1 Ay Asg BEY] Ay As

Aq1(AxAz3 — A3pAoz) — A1a(Ao1 Azz — As1Asz) + A13(Aa1 Azg — Az Aga).

Na primjer, primjenjujué¢i navedenu formulu, lako se izra¢una da je

2 3 4
det | 0 1 0 | =2(5-0)—3(0—0)+4(0—5) = —10.
56 5

Moze se dokazati da tvrdnja teorema 5.14 vrijedi za sve matrice A, B € M,; ta se
tvrdnja naziva Binet-Cauchyjev teorem. I teorem 5.15 ima svoje poopéenje za kvadratne
matrice n-tog reda.

Jedan od razloga zbog kojih te opée tvrdnje ovdje izostavljamo je i taj Sto ¢emo
u iduéim tockama regularne matrice okarakterizirati drugim sredstvima. Takoder ¢emo
izvesti i algoritam za racunanje inverzne matrice koji ne iziskuje upotrebu determinanti.
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Primjer 5.19 Promotrimo populaciju u kojoj reprodukecija ovisi o dobi (jedinki koje se
reproduciraju). Pretpostavimo da samo jedinke zenskog spola produciraju potomstvo, i
to jednom godisnje. Pretpostavimo da vr§imo evidenciju broja jedinki u populaciji nakon
Sto zavrsi sezona reprodukcije. Uzimamo da su jedinke rodene u toj sezoni tog trenutka
u dobi 0. Nakon godinu dana, po isteku iduée sezone reprodukcije, ta ¢e jedinka, ako
prezivi biti stara 1 godinu. Pretpostavit ¢emo takoder da u toj populaciji sve jedinke Zive
najdulje do starosti 3 godine.

Oznacimo s N, (t) broj jedinki zenskog spola u toj populaciji koje su u trenutku ¢ stare
x godina. Imamo, dakle, brojeve Ny(t), N1(t), Na(t) i N3(t), t = 0,1,2,.... Za svaki ¢
mozemo formirati jednostup¢anu matricu

(
N(t) = 1E

Nadalje, neka od ukupnog broja zenskih jedinki starosti 0 njih 40% prezivi iduéu
godinu, od svih starosti 1 neka iduéu godinu prezivi njih 30%, te neka od svih Zzenskih
jedinki starosti 2 njih 10% prezivi idué¢u godinu. Imamo, dakle, Ni(t + 1) = 0,4Ny(¢),
Ng(t + 1) =0, 3N1(t), Ng(t + 1) =0, 1N2(t).

Osim toga, pretpostavimo da je No(t + 1) = 2N (t) + 1,5N2(t) (ova jednakost opisuje
kumulativni u¢inak reprodukcije i prezivljavanja novorodenih jedinki u prvoj godini zivota).

Sad dinamiku izmjene broja zenskih jedinki u promatranoj populaciji mozemo izraziti
u matriécnom obliku:

No(t+1) 0 2 1.5 0 No(t)
Ni(t+1) 104 0 0 0 Ny (t)
No(t+1) 10 03 0 0 Ny(t)
Ng(t + 1) 0 0 0.1 0 N3(t)

Kvadratna 4 x 4 matrica koja se pojavljuje u prethodnoj jednakosti naziva se Lesliejeva
matrica i oznacava s L (uoc¢imo da je u ovom modelu L neovisna o t). Sad prethodnu
jednakost mozemo pisati u obliku

N(t+1) = LN(t).

Za konkretan primjer pretpostavimo da u nekom trenutku ¢ imamo Ny(t) = 1000,
Ni(t) = 200, Na(t) = 100, N3(t) = 10. Mnozenjem matrice N (¢) matricom L dobivamo

No(t+1) 0 2 15 0 1000 550
Ni(t+1) | |04 0 0 O 200 | | 400
No(t+1) | |0 03 0 0 100 | 60
N3(t+1) 0 0 01 0 10 10
Nakon jo$§ jedne iteracije dobili bismo
No(t + 2) 0 2 15 0 550 890
Ni(t+2)| |04 0 0 O 400 | | 220
No(t+2) | |0 03 0 0 60 | | 120
Ns(t + 2) 0 0 010 10 6
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Poopéimo li prethodna razmatranja dobivamo Lesliejevu matricu oblika

[ Fy Fy Fy ... Epq Fyp ]

P, 0 0 ... 0 0
-l o P 0 ... 0o 0

0 0 0 ... Poy O |

Interpretacija ove matrice je potpuno analogna.

Zadaci: 12. domaca zadacéa
1. Ispiite matrice A = [A;;], B = [Byj] € Mas ako je A;j =i+ j i By = (—1).

2. Za kvadratnu matricu A = [A;;] € M, definiramo trag kao realan broj tr A =
oy Ay Izracunajte tr A ako je A = [A;j] € Ms, Ajj = 2i — j.
3. Izracunajte tr A ako je A = [A;;] € M, Aijj =i+ .

4. Neka je D = A € M,,, A € R. Pokazite da je DA = AD za svaku matricu A € M,.

Prepostavimo da je D € My matrica takva da vrijedi AD = DA za svaku matricu
A € Ms. Dokazite da tada postoji A € R tako da vrijedi D = AI.

5. Za matricu A = [A;;] € My, neka je T = [Tj;] € My, Ti; = Aj;. Matrica T se
zove transponirana matrica matrice A i oznacava se s A'. Odredite transponiranu

matricu A" ako je (a) A [ é ? ; ] (b) A = [Ay] € My, Ayj = min {3, j).

6. Neka su A, B € Ms. Dokazite da vrijedi («A)! = aAl, za o € R, te da je (A+ B)! =
At + BYi (AB)! = B'A'. (Napomena. Iste tvrdnje vrijede i opéenito, ne samo za
matrice tipa (2,2).)

7. Kazemo da je kvadratna matrica A simetriéna ako vrijedi A* = A. Odredite re-

alan broj x tako da matrica A bude simetricna ako je (a) A = { 31; i ], (b)
6
T
1 2 3 0
8. Izracunajte C = AB ako je A = [ 6 5 4} iB=|2 Uvjerite se da je
4

C =551 + 255 + 453 ako smo sa S1,.52,.53 oznacili stupce matrice A.

2
Uvjerite se da analogna tvrdnja vrijedi i ako uzmemo B = | —1 |; i tada ¢e biti
—4
C = AB =25; + (—1)Sy + (—4)Ss3. Poopdite!
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10.

11.

12.

. Pokazite da je matrica A = [ !

5 4 ] regularna pa joj izra¢unajte inverz.

Za koje x je matrica A = { i ] regularna? Za sve takve x izracunajte A7

4

matricom

0 5 0
0.8 0 0
0 06 0

Interpretirajte ovaj model (u duhu izlaganja u primjeru 5.19).

matricom

1.2 3.2

08 0
Interpretirajte ovaj model. Nadalje, ako je Ny(0) = 100 i N1(0) = 0, odredite N (t)
zat=1,2,3...,6.
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5.2 Gaussova metoda eliminacije

Uvedimo najprije pojam elementarne transformacije matrice. Pokazat ¢e se da upravo na
elementarnim transformacija pociva op¢a metoda rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi -
Gaussova metoda eliminacije.

Definicija 5.20 Neka je A € M,y,,. Elementarne transformacije redaka matrice A su:
1. medusobna zamjena dva retka matrice A;
2. mnoZenje nekog retka matrice A skalarom A # 0;

3. pribrajanje nekog retka matrice A, prethodno pommnozZenog skalarom X\, nekom dru-
gom retku matrice A.

Pod mnozenjem retka skalarom A podrazumijevamo mnozenje svih koeficijenata iz tog
retka matrice skalarom A. Analogno, i pribrajanje retka drugom retku vrsimo ”¢lan po
¢lan”.

Napomenimo da je uobiCajeno operirati i s elementarnim transformacijama stupaca
koje su definirane na sasvim analogan nac¢in. U nasSim razmatranjima ogranicit ¢emo se
samo na transformacije redaka.

Primjer 5.21 U nizu
2 20 110 110 110
11 1|~|111]|~[0O0T1|~]01 2
01 2 01 2 01 2 0 01

svaka matrica je iz prethodne nastala primjenom jedne od transformacija: najprije smo
prvi redak mnozili s %, zatim smo prvi redak mnozili s —1 i pribrojili drugom, a na kraju
smo zamijenili drugi i treé¢i redak.

Kako se iz primjera naslucuje, sustavnom primjenom elementarnih transformacija danu
matricu mozemo prevesti u znatno jednostavniji oblik. U opisu Gaussove metode elimi-
nacije kao univerzalne metode rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi kljuénu ulogu igra
tzv. reducirani oblik matrice.

Definicija 5.22 Reducirani oblik matrice opisan je sljedeéim uvjetima:

e prui ne-nul koeficijent (stoZerni koeficijent) svakog retka jednak je 1. U stupcu tog
koeficijenta svi ostali koeficijenti iznose 0.

o svaki stoZerni koeficijent nalazi se desno od stoZernih koeficijenata iznad njega.

e svi retci koji sadrie samo nul koeficijente nalaze se ispod redaka u kojima je bar
jedan koeficijent razlicit od 0 (dakle, trivijalni retci, ako ih ima, nalaze se ispod
netrivijalnih).
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Evo nekoliko primjera matrica u reduciranom obliku:

1 300 1 00 1300 1
0010 2

0010/|,]010],

00 01 0 0 1 00 0 1 —4
0000 O

Vazna je ¢injenica da se svaka matrica moze prevesti u reducirani oblik primjenom
kona¢nog broja elementarnih transformacija redaka. Preciznije to mozemo izreéi nakon
sto uvedemo sljedeéi pojam.

Definicija 5.23 KaZemo da su matrice istog tipa A, B € My, ekvivalentne (i pisemo A ~
B) ako se matrica B moze dobiti primjenom konacno mnogo elementarnih transformacija
redaka matrice A.

Korisno je uociti da iz A ~ B slijedi i B ~ A. Primjenom istih onih transformacija
kojima smo iz A dobili B, u obrnutom redoslijedu, iz B mozemo rekonstruirati A.

Teorem 5.24 Neka je A € My,,. Postoji matrica B € My, u reduciranom obliku takva
da je A ~ B.

Dokaz: Teorem ¢emo dokazati konstruktivno. To zna¢i da ¢emo dokazujuéi teorem
kreirati algoritam kojim ¢emo kasnije u praksi svaku pojedinu matricu transformirati do
reduciranog oblika.

(I) Neka je A = [A;j]. Pogledajmo najprije A11. Ako je A3 = 0 potrazimo u prvom
stupcu koeficijent razli¢it od 0; neka je to A;1. Sada zamijenimo prvi i i-ti redak. Na ovaj
na¢in dobivamo matricu ekvivalentnu s A koja u lijevom gornjem uglu ima koeficijent
razlicit od 0. (Ako svi koeficijenti u prvom stupcu matrice A iznose 0, odmah prelazimo
na korak (II).)

Ako koeficijent u lijevom gornjem uglu iznosi A # 0, mnozimo prvi redak s % (to
je transformacija (2)) i u lijevom gornjem uglu matrice dobivamo jedinicu. Primjenom
transformacije (3) sad lagano ”ponistimo” sve ostale elemente u prvom stupcu. Konkretno,
mnozimo prvi redak s —Ag; i dodajemo drugom retku; o¢ito, na mjestu (2,2) dobit ¢emo
0. Analogno nastavljamo dalje; mnozimo prvi redak s —As; i dodajemo treéem retku itd.

Nakon svega, dolazimo do matrice B € M,,,, takve da je A ~ B i

[ 1 Bis Blg ... B,
0 By By ... By,
B=|0 Bs2 B3z ... Bz,
i 0 Bn2 Bms ... Bmn ]
Ako je A u prvom stupcu imala sve koeficijente jednake 0, tj. ako je
[0 Ay Az ... Ay, ]
0 A22 A23 c. Agn
A= |0 Az Azz ... Az,
0 Ame Amz ... Amn
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postupat ¢emo u drugom koraku i u svim daljnjim koracima jednako kao Sto ¢emo to ¢initi
s matricom B. Zato ¢emo daljnje korake i formulirati samo za matricu B.

(IT) Zeljeli bismo da je By # 0. Ako je Boy = 0, zamjenom drugog i nekog ”nizeg”
retka u matrici B (pod nizi podrazumijevamo i-ti, gdje je i > 2) dovedemo na mjesto
(2,2) u matrici B koeficijent razli¢it od 0. Ako to nije moguée, onda je B oblika

1 Bz Bis Bin

0 O Bss By,

B=|0 0 Bs Bsy,
| 0 0 BmS an ]

i odmah prelazimo na korak (III).

Ako smo uspjeli na mjesto (2,2) dovesti koeficijent razlicit od 0, drugi redak tad
pomnozimo s njegovom recipro¢nom vrijednoséu (tako da na mjestu (2,2) proizvedemo
jedinicu), a onda, kao u koraku (I), primjenjujuéi transformaciju (3), ponistimo sve ostale
kooeficijente u drugom stupcu. Nakon svega, dobivamo matricu C' € M,,, takvu da je
A~B~Ci

[ 1 0 013 . Cln
0 1 Co3 Con
C = 0 0 053 e Cdn
| 0 0 Cm3 Cmn i
(III) Postupak nastavimo na analogan nacin. U konac¢no koraka, dobivamo matricu u
reduciranoj formi. O

Primjer 5.25 (a) Algoritam opisan u prethodnom dokazu primijenjen je ve¢ u primjeru
5.21. Da posljednju matricu u nizu zaista dovedemo u reducirani oblik potrebno je jos
tre¢i redak pomnoziti s —2 i pribrojiti drugom te nakon toga drugi redak pomnoziti s —1
i pribrojiti prvom.

(b) Pogledajmo takoder niz

1 2 2 3 1 1 2 2 3 1
2 0 -1 -1 5 0 -4 -5 -7 3
1 2 6 -1 5| 710 o 4 —4 4|7
1 -2 5 —12 12 | 0 -4 3 —15 11 |
1 2 2 3 17 1 2 0 5 —1]
0 -4 -5 -7 3 0 -4 0 —12 8
o o 1 -1 1|~ 4o o 1 -1 1|7
0 —4 3 —15 11 | 0 —4 0 —12 8 |
1 0 0 -1 3 1 0 0 -1 3
0 0 0 0 0 0 1 0 3 -2
o 0o 1 -1 1|7 710 0o 1 -1 1
0 1 0 3 -2 0 0 0 0 0
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Nije tesko rekonstruirati koje su elementarne transformacije provedene u svakom koraku,
a krajnja matrica je zaista u reduciranom obliku.

Napomena 5.26 Reducirani oblik dane matrice je jedinstveno odreden. (Uvjerite se u
to! Uputa: ako su za danu matricu A matrice B i C obje u reduciranom obliku i takve
daje A~BiA~C,ondajei B~C.)

Sad smo spremni posvetiti se sustavima linearnih jednadzbi.
Op¢i sustav linearnih jednadzbi nad poljem R sastoji se od m linearnih jednadzbi s n

nepoznanica, m,n € N:

Apry + Az + o0+ Az, = B
Apjzr + Apzs + -+ Az, = DBo
) (12)
Apizr + Ameze + -+ 4+ Apnxn, = DBn
Skalari A;;, 7 = 1,2,...,m,j = 1,2,...,n, zovu se koeficijenti sustava, a Bi,..., By,
slobodni ¢lanovi.
Definicija 5.27 Rjesenje sustava (12) je svaka uredena n-torka realnih brojeva (1, ..., Vn)
€ R"™ za koju supstitucija x1 = y1,T2 = Y2,...,Tn = Yn 2zadovoljava sve jednadzbe (tj. ta

supstitucija sve jednadzbe prevodi u numericke identitete).

Naglasimo da je uredena n-torka (y1,...,7,) koja zadovoljava sve jednadzbe jedno

r1 + T2

1 — Ty = 1

ono glasi (2, 1), a komponenete tog rjesenja su y; = 21 vy, = 1.
Uz sustav (12) uobi¢ajeno vezemo sljedeée matrice:

rjeSenje (ne n rjesenja). Tako npr. sustav ima jedinstveno rjesenje i

A - Agy 71 B
A= : : € My, X = : € X, B= : € M,,,
Aml Amn In Bm
Aqq A By
AP = € My n+1.
Ay - Apm B

One se, redom, zovu matrica sustava, matrica nepoznanica, matrica slobodnih ¢lanova i

prosirena matrica sustava.
Uz pomo¢ uvedenih matrica sustav (12) mozemo pisati (na temelju definicije mnozenja

matrica) u ekvivalentnom obliku

AX = B. (13)
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Napomena 5.28 Sustav (12) i matri¢na jednadzba (13) ekvivalentni su, ne samo po

zapisu, nego i u sljede¢em smislu: uredena n-torka (v1,72,...,7v,) zadovoljava (12) ako
!
i samo ako jednostupcana matrica : zadovoljava (13). Drugim rije¢ima, prirodna
Yn
gi!
identifikacija (1,72, 7n) — : predstavlja bijekciju skupa svih rjeSenja sustava
Tn

(12) na skup svih rjesenja matri¢ne jednadzbe (13).

U nastavku ¢emo slobodno, bez eksplicitnog referiranja na prethodnu napomenu, ko-
ristiti i (12) i (13).

Definicija 5.29 KaZe se da je sustav linearnih jednadzbi (12) homogen ako vrijedi By =
-+« = B, = 0. Opéi oblik homogenog sustava je dakle

Apxy + Apre + -+ Az, = 0
Aoy + Agewe 4+ - 4+ Ay, = 0 (14)
Amlxl + Am2x2 + -+ Amnxn =0
odnosno
AX =0. (15)

Propozicija 5.30 Homogeni sustav je uvijek rjesiv. Ako su Cy,Coy € My rjesenja ho-
mogenog sustava (15), onda je, za A\, Ay € R, i \iC1 + \oCy 1jesenje istog sustava.

Dokaz: Prva tvrdnja je oCita jer svaki homogeni sustav ima bar (tzv.) trivijalno rjesenje
(Y1725 -5 m) = (0,0,...,0).

Da bismo dokazali drugu tvrdnju dovoljno je vidjeti da je A(AMCy + A2Co) = 0.
Medutim, jer su po pretpostavci Cy i Cy rjeSenja, imamo AC; = 01 ACy = 0 i sad
prema teoremu 5.8 imamo A(A\Cy + \oCy) = M ACT + A ACs = 0. O

Uzmimo sada proizvoljni sustav linearnih jednadzbi AX = B. U opisu strukture skupa
svih rjeSenja ovog sustava spretno je paralelno promatrati i pridruzeni homogeni sustav
(s istom matricom sustava A) AX = 0. Ozna¢imo s 2 skup svih rjeSenja tog homogenog
sustava. Dodatno, pretpostavimo da imamo i jedno poznato rjeSenje, recimo Cy, polaznog
sustava AX = B. U sljedecoj propoziciji pokazujemo da je time odreden skup svih rjesenja
sustava AX = B.

Propozicija 5.31 Neka je dan proizvoljan sustav AX = B, neka je Cy bilo koje njegovo

rjesenje, te neka je Q skup svih rjesenja pridruienog homogenog sustava AX = 0. Tada
je Co+Q:={Co+ C : C € Q} skup svih rjesenja sustava AX = B.

© DB 2009,/10.



5. Matrice i sustavi linearnih jednadzbi 105

Dokaz: Vrijedi, dakle, ACy = B. Jasno je da za proizvoljan C' € 2 imamo A(Cy + C) =
ACy+ AC = B+ 0 = B pa je Cy + C rjesenje sustava AX = B. Obratno, pretpostavimo
da je C7 neko rjesenje sustava AX = B, dakle, AC; = B. Oduzmimo od toga jednakost
ACy = B. Dobivamo A(C; — Cy) = 0, sto pokazuje da je C; — Cp rjeSenje pridruzenog
homogenog sustava. Zato postoji C € €2 takav da C7 — Cy = C, tj. C1 = Co + C. O

Propozicija ne govori o tome kako se mogu naci partikularno rjesenje Cy i skup .
Tvrdi se samo da je, ako poznajemo C i €2, kompletan skup rjeSenja jednak Cy + €.

1 + oy + 3 = 1
Primjer 5.32 Pogledajmo sustav =1 — xo — x3 = .
3rv17 + 22 + x3 = 5

Ovdje mozemo uzeti Cy = (2, —1,0).
1 + x + w3 = 0
Promotrimo sad pridruzeni homogeni sustav. 23 — a2 — x3 = 0.
3rz1 + x9 + x3 = 0
Kad zbrojimo prve dvije jednadzbe nalazimo x; = 0. UvrStavanjem u sve tri jednadzbe
dobivamo xz9 + x3 = 0. Zato x3 mozemo odabrati proizvoljno: z3 = t, t € R. Tada je
x9 = —t, pa je opCe rjesenje pridruzenog homogenog sustava (0, —t,t) = t(0,—1,1), t € R.
Zato je Q = {t(0,—1,1), t € R} te je Co + Q2 = {(2,—-1,0) + t(0,—1,1), t € R}.

Gaussova metoda eliminacije je algoritam kojim rjeSavamo sustave linearnih jednadzbi.
Kako smo vidjeli u prethodnoj propoziciji, to se svodi na nalazenje jednog partikularnog
rjeSenja zadanog sustava AX = B i na odredenje skupa () svih rjeSenja pridruzenog
homogenog sustava AX = 0. Jedno od vrijednih svojstava Gaussove metode je Cinjenica
da u primjeni nije potrebno unaprijed utvrdivati je li zadani sustav uopcée rjesiv. Naime,
iz opisa metode bit ée vidljivo da eventualna nerjeSivost sustava u izvjesnom trenutku u
postupku rjeSavanja postaje ocita.

Opis Gaussove metode zapoc¢injemo jednom ”strateskom” definicijom.

Definicija 5.33 Dwva sustava linearnih jednadzbi su ekvivalentna ako imaju isti broj ne-
poznanica © isti skup rjesenja.

U pozadini ove definicije je ideja da od danog sustava prijedemo na neki ekvivalentan,
ali §to jednostavniji, tako da mu rjesenja budu lako dokuciva. Uoc¢imo da broj jednadzbi
ovdje nije relevantna Cinjenica. To je i intuitivno jasno, jer danom sustavu uvijek mozemo
dodati neku od njegovih jednadzbi ili njihovih kombinacija ¢ime se broj jednadzbi mijenja,
a skup rjeSenja evidentno ostaje isti. U drugu ruku, uoc¢imo li u danom sustavu da su
npr. dvije jednadzbe proporcionalne, ocito je da jednu od njih mozemo izostaviti bez
ikakvih posljedica.

Prethodna definicija odmah otvara pitanje prepoznavanja, odnosno produciranja sus-
tava koji su ekvivalentni zadanome.

Definicija 5.34 FElementarne transformacije sustava linearnih jednadzbi su:

1. zamjena poretka dviju jednadzbi,
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2. mnozZenje neke jednadzbe skalarom X\ # 0,

3. pribrajanje neke jednadzbe pomnoZene skalarom \ nekoj drugoj jednadzbi sustava.

Propozicija 5.35 Primjenom konacnog broja elementarnih transformacija na dani sus-
tav linearnih jednadzbi dobiva se ekvivalentan sustav.

Dokaz: Dovoljno je pokazati da su sustavi AX = B i A1 X = Bj ekvivalentni, gdje ovaj
drugi nastaje iz prvog primjenom samo jedne od gornjih transformacija. Za to je pak
dovoljno vidjeti da je proizvoljno rjesenje od AX = B ujedno i rjeSenje od A1 X = By;
obratna inkluzija tada slijedi iz ¢injenice da se i AX = B dobiva iz A1 X = B; primjenom
istovrsne transformacije.

Ako smo A1 X = Bj dobili iz AX = B primjenom transformacije (1) ili (2) tvrdnja
je potpuno trivijalna. Preostaje provjeriti u¢inak transformacije (3). Uzmimo da smo
i-tu jednadzbu u AX = B pomnozili s A i dodali k-toj te na taj nacin dobili sustav
A1 X = B;. Neka je (71,72, -.,7) proizvoljno rjesenje od AX = B. Kako se polazni i
dobiveni sustav razlikuju samo u k-toj jednadzbi, jedino treba provjeriti da (vy1,v2, ..., Vn)
zadovoljava k-tu jednadzbu sustava A1 X = B;. No, to je gotovo ocito:

n

Z(/\Aij + Akj)’yj =) Z Aijyi + Z Arjvj = AB; + By, .
j=1 J=1 J=1

Napomena 5.36 Uoc¢imo da su elementarne transformacije sustava zapravo elementarne
transformacije redaka proSirene matrice A,.

Na tehnickom planu to znaci da za zadani sustav mozemo formirati njegovu prosirenu
matricu A, te izvoditi elementarne transformacije redaka te matrice. U svakom trenutku
iz transformirane matrice A; mozemo rekonstruirati njoj pripadajuéi sustav jednadzbi, a
propozicija 5.35 jaméi da ¢e dobiveni sustav biti ekvivalentan polaznome.

Prijedimo sada na opis Gaussove metode eliminacije. Neka je dan sustav

A11561 + Algxz + .- + AlnSUn = Bl
Agizy + Axpxe + -+ Aoz, = B (16)
Az + Apore + -+ Apnrn, = Bp

Primjenom teorema 5.24 matricu A, mozemo elementarnim transformacijama svesti
na njezin reducirani oblik'?. Bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da je taj
reducirani oblik

107 stvari, smisao je u tome da trazimo reducirani oblik matrice sustava A; pritom raéun vodimo za
prosirenu matricu A,.
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(10 - 0 Ay, - A, | B ]
01 - 0 Ay - Ay | B
Ay=100 1 A, - A, | B
00 --- 0 0 o0 | B,
L0 0 0 0 0 | B, |
Pripadajuéi sustav glasi:
T+ + ATt - FALT = B
ro+ - + Ay T+ o Az, = B
0x1+ 05[72—" +Oxr+ O'xT+l+ +Oxn: B;-+1
O-z1+ O0-mo+ -+ +0-2+ 0-2pp1+ -~ +0-z,= B,

Prema propoziciji 5.35, dobiveni sustav (17) je ekvivalentan polaznom sustavu (16).

Sada iz izgleda sustava (17), odnosno iz matrice A}, odmah uvidamo da je (17) rjesiv
ako i samo ako je B/ | =...= B;, =0.

Ako, dakle, za bar jedan i, r+1 < i < m, vrijedi B} # 0, zadani sustav nema rjesenja.

Pretpostavimo sada da je B, = ... = B;, = 0. Tada dobivena matrica A}, ima oblik
[ 1 0 A,y -0 Ay | B
/ /
1 0 Ay, - Ay, | By
Ay=00 1 AL AL, | B
00 --- 0 0 e 0 10
[ 0 0 0 0 0o | 0 |
F B
By
Odavde odmah vidimo da je Cp = | B, | jedno partikularno rjesenje.
0
L 0 -
Preostaje naci skup €2 svih rjesenja pripadnog homogenog sustava. To takoder mozemo
iS¢itati iz gornje matrice; pritom treba zamisljati da je B, = 0,¢ = 1,2,...,r, jer su u
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polaznom pridruzenom homogenom sustavu svi slobodni ¢lanovi bili jednaki 0. Sad iz
matrice A;Q nalazimo sljedeca rjeSenja pridruzenog homogenom sustava:

r _ A/ T r _ A/ T r _ A/ T
1,r+1 1,r4+2 1n
_ Al _A/ A/
2,r+1 2,942 2.n
—Al —A —Al
Ci = r,r+1 ,C — r,r+2 ,C = r,n
1 1 2 0 n—r 0
0 1 0
i 0 i i 0 i 1
Uoc¢imo da Ci,...,C,_, jednostavno nastaju iz odgovarajucih stupaca matrice A;,.
Medutim, za razliku od stupaca matrice A; koji imaju m komponenti, Cy, ..., C,_, imaju
n komponenti (tj. pripadaju skupu M,, kao §to i treba biti.
Da su C,...,C,_, zaista rjeSenja pridruzenog homogenog sustava vidi se direktnom
provjerom. Prema propoziciji 5.30 sada je AyC1 + A\ Co + ...+ A\—.Cp—, takoder rjesenje
tog homogenog sustava, za svaki izbor skalara A1, Ao, ..., Ap—p.

Tvrdimo da je time opisan kompletan skup 2, tj. da je
Q= {)\101 + A0+ . o+ A O A, A2, Ay € R}

Da to dokazemo, pogledajmo proizvoljno rjeSenje pridruzenoga homogenog sustava

71
C= - | . Eksplicitno, to znaéi:
Tn
Yo ALt F AL = 0

Sad tvrdimo da je C' = v,4+1C1 + ¥r42C2 + ... + v Ch—r. Da bismo to dokazali,
treba samo usporediti sve komponente. Medutim, prethodni skup jednakosti daje upravo
jednakost prvih r komponenti, dok su jednakosti ostalih n — r komponenti trivijalne.

Iz svega recenog (i iz propozicije 5.31) slijedi: opée rjesenje dobivenog, a time i polaznog
sustava je dano s Co + > NiCi, A1, ..., Ap—r € R.

Napomena 5.37 Prethodni postupak potpuno opisuje metodu rjeSavanja i skup rjesenja
svakog sustava linearnih jednadzbi. S obzirom na opéi oblik rjeSenja, kaze se da rjesenje
ovisi o n — r slobodnih parametara; to su skalari A1, Ao, ... Ap—r. Smisao je u tome da ti
skalari mogu biti uzeti potpuno proizvoljno i za svaki izbor njihovih vrijednosti dobije se
jedno rjesenje sustava.
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Primjer 5.38 Rijesimo sustav

r1 + 2x9 + 2x3 3rqs + Ty = 3
2x1 + — T3 T4 + Oxy = 2

r1 + 2x9 + 6x3 x4y + bxzs = 3

T1 — 2x9 4+ bxg 1224 + 1225 = -1

Transformirajuéi proSirenu matricu sustava
trica, odnosno sustava:

A, dobivamo sljede¢i niz ekvivalentnih ma-

1 2 2 3 1| 3 1 2 2 3 1| 3
2 0 -1 -1 5| 2 0 -4 =5 -7 3 | —4
1 2 6 -1 5] 37 lo 0o 4 -4 4| of"
1 -2 5 —12 12 | -1 | 0 —4 3 —15 11 | —4 |
(12 2 3 1| 3] 12 0 5 —1 | 3]
0 -4 =5 -7 3 | —4 0 -4 0 -12 8 | —4
o 0o 1 -1 1] o “]o o 1 -1 1] ofF"
0 -4 3 —15 11 | —4 | 0 -4 0 —-12 8 | —4
1 0 0 -1 3] 1 1 0 0 -1 3| 1
00 0 0 0] 0 0 1 0 3 -2 1
o 0 1 -1 1| ol o 0o 1 -1 1] o0
0o 1 0 3 -2 ] 1 0O 0 0 0 0] 0

Odavde vidimo da rjeSenje ovisi o dva slobodna parametra. PiSemo li rjeSenja kao
jednostupcane matrice, dobivamo

1 1 -3
1 -3 2
00: 0 ,teCl— 1 ,02— -1
0 1 0
0 0 1

Opce rjeSenje danog sustava je, dakle, C'= Cy + A\1C1 + XoCo, A1, A2 € R.

Uocimo da ima situacija kad se slobodni parametri ne pojavljuju. U oznakama iz
prethodnog opisa metode, to je onda i samo onda kad je n = r. U takvim slucajevima
skup € je jednoclan (i sastoji se samo od trivijalnog, nul-rjesenja), a skup svih rjesenja
sustava AX = B je onda takoder jednoc¢lan i svodi se na Cj.

rT + X2 + xx3 = 8
Primjer 5.39 RijeSimo sustav 2xy + bxy — 23 = 1.
r1 + 2x9 4+ 2x3 = -3
11 1 8 11 1 8 11 1] 8
2 5 -1 | 1|{~(0 3 =3 | B |l~l01 -1 | =5|~
12 2| -3 0 1 1| —11 0 1 1| —11

2009,/10.



5. Matrice i sustavi linearnih jednadzbi 110

10 2] 13 10 2] 13 100 | 19
01 -11] =5|~|01-11] -5|~]|010] -8
00 2| —6 00 1| -3 001 | -3

Vidimo da je ovdje pridruzeni homogeni sustav ima samo trivijalno rjeSenje. Zato je
rjesenje zadanog sustava jedinstveno i iznosi Cy = (19, —8, —3).

Kad je matrica sustava kvadratna (tj. kad imamo sustav s istim brojem jednadzbi i
nepoznanica) Gaussova metoda eliminacije otkriva jednostavan nuzan i dovoljan uvjet pod
kojim ¢e rjesenje sustava AX = B biti jedinstveno. Prije nego ga iskazemo, uoc¢imo da je
rjeSenje tog sustava jedinstveno ako i samo ako pridruzeni homogeni sustav AX = 0 ima
jedinstveno (dakle, samo trivijalno) rjesenje. Sljedeéi korolar pokazuje da je prethodni
primjer u tom smislu tipican.

Korolar 5.40 Neka je A € M,,. Homogeni sustav AX = 0 ima samo trivijalno rjeSenje
X =0 ako i samo je reducirani oblik matrice A jediniéna matrica I € M,,.

U iducoj tocki pokazat ¢emo da je reducirani oblik kvadratne matrice A jedini¢na
matrica ako i samo ako je A regularna. To ée, zajedno s prethodnim korolarom, dati:
za A € M, homogeni sustav AX = 0 ima samo trivijalno rjeSenje ako i samo ako je A
regularna matrica.

Zadaci: 13. domaca zadaca

1 + 3xa = 6

1. Rijesi .
Rijesite sustav v1 - Ary = —4

2:131 3{L‘2 = 5

2. U ovisnosti o k rijesite sustav Ary — 6wy = k-

Il
o

r1 + T2 + X3
3. Rijesite sustav 1 — 9 + x3 = 4.
T + 3.T2 + r3 = 8

3r1 — To + 2x3 = 0
4. Rijesite sustav 2x; + 3x2 — dx3 = 0.
rn + x2 + x3 = 0
r1T — 29 + 23 = 4
5. Rijesite sustav 2x; + 322 — 23 = 3.
4dry — x92 + x3 = 11
3r1 — To + 2x3 = 0
6. Rijesite sustav 2x; + 3x2 — dx3 = 0.

_l’_

T + i) z3 = 0

© DB 2009,/10.



5. Matrice i sustavi linearnih jednadzbi 111
r1 + 229 — x3 4+ x4 = -—1
7. Rijesite sustav 2r; + Swp = w4 2wy = =2 .
3r1 — To — 2x3 + x4 = 5
ryT — X9 + 3xz3 — bxry = 6
4:131 — 2{E2 — 31’3 — 2%’4 = 1
e .. 261 4+ 2x9 + 3x3 — 4dxy = 5
8. Rijesite sustav 3r1 4+ 2wy — 2w — Bry — 1
2¢c1 — bz — 3x3 + 314 -1
3r1 4+ 2x9 4+ 2x3 + 2x4 = 2
e e 2c1 4+ 3x9 + 2x3 + bxry = 3
9. Rijesite sustav 911 + 2wy + 4dvs — 5ug = 1°
2¢7 + 29 + 3x3 + 4dxy = 5
2z1 + 2z 13z = —-32
10. Rijesite sustav T1 — 219 T3 = 2.
—2x1 4+ 3x9 2r3 = 8
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5.3 Rang i inverz matrice. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori.

Podsjetimo se da na skupu M,,,, svih matrica tipa (m,n) imamo definirane operacije zbra-
janja i mnoZenja realnim brojevima (skalarima). Svojstva tih dviju operacija nabrojana
su u teoremu 5.3. U osnovi, teorem 5.3 pokazuje da u skupu M,,, vrijede uobicajena
racunska pravila. Okolnost da je skup M,,, snabdjeven spomenutim operacijama koje
zadovoljavaju standardna racunska pravila svrstava M,,, u skupinu matematickih struk-
tura koje se nazivaju vektorski prostori.

Za prototip vektorskog prostora mozemo uzeti skup svih radijvektora u ravnini u kojoj
smo odabrali i fiksirali jedan pravokutni koordinatni sustav. Po definiciji, radijvektor je
orijentirana duzina ¢ija pocetna tocka je ishodiste koordinatnog sustava. I radijvektore
znamo mnoziti realnim brojevima te medusobno zbrajati (po zakonu paralelograma). Nije
tesko ustanoviti da i skup svih radijvektora u ravnini s tim dvjema operacijama ima sva
svojstva nabrojana u teoremu 5.3. To pokazuje da se u raznim situacijama pojavljuje
identi¢na struktura - neovisno o prirodi objekata s kojima operiramo.

Neformalno govoreéi, vektorski prostor je bilo kakav skup V na kojem su definirane
dvije operacije:

e zbrajanje, gdje je za svaka dva elementa v, w € V definiran njihov zbroj v +w € V
(dakle, V' treba biti zatvoren na operaciju zbrajanja);

e mnozenje skalarom, gdje je za svaki v € V i za svaki skalar (tj. realan broj) «
definiran produkt cwv (V treba biti zatvoren i na operaciju mnozenja skalarima).

Nadalje, te dvije operacije na skupu V' trebaju zadovoljavati uobicajena rac¢unska pravila
(koja smo ve¢ upoznali):

lL.v+w=w+v, Yo,w eV,
2. u+ (v4+w) = (u+v)+w, Yu,v,w e V;

3. postoji element 0 € V' (kojeg zovemo nul-vektorom) takav da vrijedi v+ 0 = v, Yv €
Vi

4. za svaki v € V postoji element —v € V (kojeg zovemo aditivnim inverzom) takav da
je—v+v=0;

5. a(v+w) = av + aw, Va € R, Yo,w € V;
6. (a+ B)v=av+ pv, Vo, € R, Vv € V;
7. a(fv) = (af)v, Vo, € R, Yv € V;

8. lv=v,YveV.

Veé smo naglasili: skup M,,,, je primjer vektorskog prostora, za sve m,n € N. Postoje
i brojni drugi primjeri. U svim slucajevima, elementi vektorskog prostora se nazivaju
vektori. U svakom pojedinom primjeru nije vazna priroda elemenata skupa V', veé su
vazna njihova algebarska svojstva. To je primjer apstrakcije kakve su i inace prisutne u
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matematici (poput apstrakcije koju ¢inimo kad operiramo s prirodnim brojevima - broj
dva, kao i svaki drugi prirodan broj je sasvim apstraktna tvorevina).

U tom duhu, i kad govorimo o konkretnom vektorskom prostoru, npr. M3, (pa znamo
da se radi o konkretnim objektima - u ovom slucaju jednostupc¢anim matricama s tri kom-
ponente) njegove elemente nazivamo vektorima. Stovise, formulacija poput ”promotrimo
vektor (3,—1,2)” implicitno naglasava da tu uredenu trojku zelimo promotriti upravo u
kontekstu ¢injenice da je skup Mi3 = R? vektorski prostor.

Ovdje ¢éemo se u naSim razmatranjima ograniCiti na vektorske prostore matrica. U
stvari, najvazniji ¢e nam biti prostori jednostupcanih matrica M,; i prostori uredenih
n-torki realnih brojeva R"™ = M, .

S apstraktne tocke gledista zapravo i nema razlike izmedu ta dva prostora. Naime,

1

45
preslikavanje . — (x1,x2,...,2,) ofito realizira prirodnu identifikaciju ova dva

xn
prostora. Ipak, u nastojanju da budemo precizni, i dalje ¢emo ¢initi formalnu razliku
izmedu jednostup¢anih matrica i uredenih n-torki.

Mnogi vektorski prostori su sadrzani u drugim, ve¢im vektorskim prostorima. U takvim
situacijama govorimo o vektorskim prostorima i njihovim potprostorima.

Definicija 5.41 Neka je V vektorski prostor. Njegov podskup W C V' se naziva potprostor
od V ako je i W sam za sebe vektorski prostor uz operacije koje su naslijedene iz V.

Svaki vektorski prostor V ima dva trivijalna, sasvim nezanimljiva potprostora. To su
sam prostor V i tzv. nul-prostor {0}. Cinjenica je da je {0} zaista vektorski prostor jer je
zadovoljeno svih 8 uvjeta iz definicije; zato ga u formalnom smislu ne smijemo ignorirati
unato¢ njegovoj trivijalnosti.

Na primjer, podskup W = {(x1,22,0) : 71,22 € R} C R3 je zaista potprostor od R?
jer je ocito da W, zajedno s operacijama nad uredenim trojkama koje su naslijedene iz
R3, zadovoljava svih 8 svojstava iz definicije vektorskog prostora.

Isto vrijedi za podskup W = { [ gi ] tx € R} C May; opet je ocito da je ovaj skup
W potprostor od M.
Skup Z = { [ - f_ 1 ] tx € ]R} C Mo nije potprostor od Ma; jer nije vektorski pros-

tor. Naime, Z ne sadrzi nul-vektor, a to je jedan od 8 uvjeta koji moraju biti ispunjeni da
bismo mogli govoriti o vektorskom prostoru. Stovise, ovdje nisu ispunjeni ¢ak ni osnovni
preduvijeti jer zbrajanje i mnozenje skalarima nije na Z dobro definirano. Naime, zbroj

2 }) Isto tako,

dva elementa iz Z u ovom slucaju nije element od Z (pogledajte { ; } + [ 3

niti umnozak elementa od Z skalarom « nece vise biti ¢lan skupa Z.

Neéemo inzistirati na matricnom formalizmu, nego éemo skup jednoretéanih matrica oznacavati s R™,
a elemente tog skupa zvati uredenim n-torkama realnih brojeva, a ne matricama.
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Hoce li dani podskup W vektorskog prostora V' biti i potprostor od V, ovisi zapravo
samo o tome je li W zatvoren na operacije koje su definirane u V.

Propozicija 5.42 Neka je V' vektorski prostor i W C V. Tada je W potprostor od V' ako
1 samo ako je W zatvoren na operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom, tj. ako vrijedi

1. Ve,yeW, x+yecW;
2. VaeR, Ve W, ax e W.

Dokaz: Ako je W potprostor od V' onda je po definiciji W i sam za sebe vektorski prostor
pa su ovi uvjeti nuzno ispunjeni (uz jos 8 zahtjeva iz definicije).

Obratno, ako su ispunjena ova dva uvjeta, onda je W snabdjeven potrebnim operaci-
jama te time postaje kandidat za vektorski prostor. Preostaje provjeriti da W ispunjava
svih 8 zahtjeva iz definicije vektorskog prostora. Medutim, svi ti zahtjevi su ispunjeni ¢ak
i za sve vektore iz V' (jer V jest vektorski prostor), pa zato iste jednakosti oc¢ito vrijede i
za sve vektore iz podskupa W. Potencijalni problem moze se kriti u zahtjevu (3) jer mi
doduge znamo da postoji nul-vektor u V', no ne vidi se a priori da je 0 € W. Analogno, za
bilo koji * € W mi znamo da negdje u V postoji njegov aditivni inverz —x, a nama sad
treba preciznija informacija, naime da je —x € W. No rjeSenje oba problema lako slijedi
iz zatvorenosti skupa W na mnozenje skalarima. Naime, za ¢ € W, imamo 0z € W i
(=1)x € W; dakle, 0 e Wi —z € W. O

Primjer 5.43 Promotrimo skup W C R? definiran s W = {(21, 72, 23) € R® : 1 — 19 +
r3 = 0}. Tvrdimo da je W potprostor vektorskog prostora R®. Da se u to uvjerimo
trebamo samo provjeriti uvjete iz prethodne propozicije.

Uzmimo = = (21,22, 23),y = (y1,y2,y3) € W. Sadaje x+y = (x1+y1,x2+Yy2, T3+Yy3).
Da bi vektor x 4+ y pripadao skupu W treba vrijediti z1 + y1 — (2 + y2) + (23 + y3) = 0.
Medutim, z1 +y1 — (2 + y2) + (¥3 +y3) = (v1 — 22+ 23) + (y1 —y2 + y3) =0+ 0 =0,
pri ¢emu predzadnja jednakost slijedi iz pretpostavke da vektori x i y leze u W.

Potpuno analogno se pokaze da jei ax € W,zasvea € Risvex € W.

Primjer 5.44 Uzmimo proizvoljnu matricu A € M,,, i promotrimo homogen sustav
AX = B te skup Q C M, svih rjeSenja tog sustava. Propozicija 5.30 sad pokazuje da
je Q potprostor vektorskog prostora M, . Preciznije, prema drugoj tvrdnji te propozicije
imamo A\1C1+X2Cy € Q za svaki izbor A\, Ay € Risve C1,Cy € Q. Uzmemoli Ay = Ao =1,
odavde dobivamo uvjet (1) iz propozicije 5.42, dok (2) slijedi ako odaberemo Ao = 0.

Zbog ove ¢injenice Cesto se i inace, izvan ovog konteksta, kaze kako je € prostor rjeSenja
homogenog sustava.

Primijetimo: ako je matrica sustava A kvadratna i ako je njen reducirani oblik jedini¢na
matrica, prostor rjesenja (2 sustava AX = 0 je nul-prostor: Q = {0}. Upravo to je sadrzaj
korolara 5.40.

Promotrimo sada proizvoljan vektorski prostor V. Za skalare o, € R i vektore
x,y € V vektor ax+ By se naziva linearna kombinacija (ili, potpunije, linearna kombinacija
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vektora x i y s koeficijentima « i 3). Opéenitije, ako za k € N imamo z1,z3,...,25 € V
ia,a...,ar € R, vektor Zle T, = 1T + oo + ... + aprp se naziva linearna
kombinacija.

Pogledajmo sada proizvoljan konac¢an skup vektora {vi, va,...,vx}, k € Nyu V. Zeljeli
bismo nadi skalare aq, s, ..., ar € R takve da vrijedi

k
=1

Ocito je da je jedna moguénost a; = ag = ... = ai = 0. Nazovimo ovo rjeSenje jednadzbe
(18) trivijalnim. Zanima nas ima li ta jednadzba i drugih, netrivijalnih rjesenja.

To, naravno, ovisi o vektorima v1,...,v;. Na primjer, lako je utvrditi da za vektore
e1 = (1,0),e2 = (0,1) € R? jednakost aje; + ases = 0 moze biti zadovoljena samo za
trivijalan izbor skalara a; = ay = 0. S druge strane, za vektore v; = (1,1, —2),v9 =
(—1,2,3),v3 = (2,—1,-5) imamo 1v; + (—1)ve + (—1)vs = 0; dakle jednadzba (18) ovdje
ima i netrivijalno rjeSenje.

Definicija 5.45 Kazemo da je konacan skup vektora {vi,ve,...,vx}, k € N, u vektorskom
prostoru V' linearno nezavisan ako jednadzba (18) ima samo trivijalno rjesenje. Eksplicit-
no, skup {vi,ve,...,vx} je linearno nezavisan ako vrijedi:
k
Zaivi:(]jal:agzu.:ak:o.
i=1
U suprotnom kaZemo da je skup {vi,ve,..., v} linearno zavisan.

Intuitivno govoreéi, linearna nezavisnost nekog skupa znaci da njegovi elementi zauzi-
maju razli¢ite ”smjerove u prostoru”. To je jasno ako prostor R? vizualiziramo kao prostor
radijvektora u ravnini pri ¢emu ureden par (x1,x2) interpretiramo kao koordinate zavrine
tocke nekog radijvektora.

Ponekad se govori o linearno nezavisnim, odnosno zavisnim vektorima. Ipak, formu-
lacija u kojoj se govori o linearno zavisnom ili nezavisnom skupu je preciznija.

Nadalje, evidentno je da je svaki skup koji sadrzi nul-vektor automatski linearno zavi-
san.

Primjer 5.46 Neka je n € N. Pogledajmo vektorski prostor R” i u njemu vektore e; =
(1,0,0,...,0),ea = (0,1,0,...,0) i opcenito, za 1 < k < n, e, = (0,...,0,1,0,...,0) (1
na k-toj komponenti, 0 na svim ostalim komponentama).

Skup {ej,ea,...,e,} je linearno nezavisan u vektorskom prostoru R”.

Zaista, > cie; =0 = (a1, 09,...,a,) =(0,0,...,0) = a; =0,Vi=1,2,...,n.

Termin linearna nezavisnost, odnosno zavisnost je opravdan sljedeéom korisnom propozi-
cijom ¢ija tvrdnja, opisno govoredi, glasi: skup je linearno zavisan ako i samo ako je u
njemu bar jedan vektor prikaziv kao linearna kombinacija ostalih vektora.
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Propozicija 5.47 Skup {v1,v2,..., v} u vektorskom prostoru V' je linearno zavisan ako
i samo ako postoji indeks j, 1 < j < k takav da vrijedi vj = 25;11 Aiv; + Ef:jﬂ Aiv; za
neke skalare \; € R.

Dokaz: Ako imamo v; = 22;11 )\Z-UZ-—FZijH A;v; onda je 5;11 )\ivi—l—(—l)vj—FZf:jH Aiv;
= 0 pa vidimo da jednadzba (18) ima netrivijalno rjesenje (netrivijalno je jer je barem
koeficijent uz vektor v; razlicit od 0). Zato je, po definiciji, nas skup linearno zavisan.

Obratno, ako je skup {vi,ve,..., v} linearno zavisan, postoje skalari a1, ..., ax koji
nisu svi jednaki 0, a takvi da vrijedi Zle a;v; = 0. Ukoliko je koeficijent a; # 0, odavde
slijedi

j—1 k
(673 (673
Uj = — —V; — E — ;.
Q; Q;
i=1 7 i=j+1 7
O
Sada smo spremni za definiciju ranga matrice.
aill e Qlnp
Neka je A = : : € My, proizvoljna matrica. Oznac¢imo njezine retke
Aml ... QAmn
s Ri,Ry,...,Ry. Dakle, R; = (a;1,a2,...,0in), 1 < i < m. Uocimo da svi retci R;
pripadaju vektorskom prostoru R™ pa mozemo razmatrati linearnu zavisnost/nezavisnost
skupa {R1, R, ..., Ry }. Ako je taj skup zavisan, mozemo pokusati odrediti maksimalan

broj njegovih linearno nezavisnih vektora.

Definicija 5.48 Rang matrice A € My, (oznaka: r(A)) je maksimalan broj linearno
nezavisnih elemenata u skupu njezinih redaka {R1, Ra, ... Run}.

Primjer 5.49 (a) Iz primjera 5.46 direktno zakljuéujemo da za jedini¢nu matricu I € M,
vrijedi r(a) = n jer su retci matrice I upravo vektori e;.
(b) Jednako o¢ito, za nul-matricu bilo kojeg tipa vrijedi r(0) = 0.

1 2
(c) Pogledajmo matricu A= | —1 1 [. Jasno je da su njezini retci R; i Ry linearno
-1 7

nezavisni (provjerite!). S druge strane, zbog R3 = 2R1+3Rg, skup { R1, Ra, R3} je linearno
zavisan. Zakljuc¢ak: broj linearno nezavisnih elemenata u skupu {R;, Ry, R3}, $to je po
definiciji r(A), u ovom sluc¢aju iznosi 2.

Napomena 5.50 Standardna definicija ranga matrice je drugacija: obi¢no se rang ma-
trice definira kao broj njezinih linearno nezavisnih stupaca. Moze se pokazati (i to je jedan
od dubljih rezultata linearne algebre) da su te dvije definicije ekvivalentne. ”Stupcana”
definicija ima bitnih teorijskih prednosti, no one ovdje nisu toliko vazne. U drugu ruku,
ubrzo ¢e se pokazati da nam je "retcana” definicija ovdje mnogo prikladnija.
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Nije uvijek sasvim ocito koliko iznosi rang proizvoljne matrice A. Zato je pozeljno naci
metode koje ¢e nam olakSati ra¢unanje ranga. U tom smislu osobito je koristan sljedeci
teorem.

Teorem 5.51 Neka je A € My, proizvoljna matrica, te neka je matrica B € My, nastala
iz A primjenom jedne od elementarnih transformacija redaka. Tada je r(A) = r(B).

Dokaz: Iako je tvrdnja teorema intuitivno jasna (pa je u nju lagano povjerovati), egzaktan
dokaz ovdje izostavljamo. Dok je formalni argument sasvim lagan u sluc¢aju da je B nastala
iz A primjenom transformacija (1) ili (2), dokaz za slu¢aj primjene transformacije (3) je
zamrseniji. O

Podsjetimo se da su matrice A, B € M, ekvivalentne (A ~ B) ako se jedna iz
druge moze izvesti primjenom konac¢nog broja elementarnih transformacija. Uzastopnom
primjenom prethodnog teorema odmah dobivamo

Korolar 5.52 Neka su A, B € M,y ekvivalentne matrice. Tada je m(A) = r(B).

Prema teoremu 5.24 svaka je matrica ekvivalentna svom reduciranom obliku. Zato iz
prethodnog korolara odmah zakljucujemo:

Korolar 5.53 Neka je Areq € My reducirani oblik matrice A € Myy,. Tada je m(A) =
T(Ared)-

Pogledajmo sljedeée tri matrice, sve tri u reduciranom obliku:

100
1300 1
1300 010
0010 2
0oo010],]001],
0001 —4
0001 00 0 0000 o
000

Ocito je da rang sve tri matrice iznosi 3. Nije koincidencija da u sva tri sluc¢aja i broj
netrivijalnih redaka ovih matrica iznosi 3.

Teorem 5.54 Neka je r broj netrivijalnih redaka u reduciranom obliku Areq € My ma-
trice A. Tada je m(A) =r.

Dokaz: Prema prethodnom korolaru dovoljno je dokazati da je r(A;.q) = r. Po definiciji
reduciranog oblika matrice, pretpostavka zna¢i da su retci Ri, Ra,..., R, matrice A,.q
netrivijalni, dok su R,41,..., Ry nul-retci.

Jasno je da je broj linearno nezavisnih elemenata u skupu { Ry, . .., R, } zapravo jednak
broju linearno nezavisnih elemenata u skupu { Ry, ..., R, }. Tvrdimo, medutim, da je ¢itav
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skup {Rj, ..., R,} linearno nezavisan. Pretpostavimo suprotno; tada bi neki redak, recimo
Ry, 1 <k <r, bio linearna kombinacija preostalih elemenata tog skupa:

k—1 r
Ry = ZaiRi + Z o; R;.
=1

i=k+1

Po definiciji reduciranog oblika matrice, prvi netrivijalni koeficijent u retku Ry, je jednak 1;
recimo da se on pojavljuje u j-tom stupcu. Opet po definiciji reduciranog oblika matrice,
svi ostali koeficijenti u j-tom stupcu matrice A su jednaki 0. Zato je prethodna jednakost
nemoguca. O

U praksi rang matrice odredujemo upravo na temelju prethodnog korolara: matricu
svedemo na reducirani oblik i o¢itamo broj netrivijalnih redaka u njemu.

Primjer 5.55

1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 01 1
A— -1 1 21 0o 03 3 003 3
N 2 -2 2 4 0O 00 O 000 O
1 01 1 0 10 -1 010 —1
[1 0 1 1 1 00 0 100 O
0 01 1 0 01 1 010 -1
0 00 O 000 O 0 01 1
|01 0 -1 01 0 -1 0 00 O
Dakle je r(A4) = 2.

Prethodna diskusija pokazuje da su elementarne transformacije i u ovom kontekstu
efikasan alat. Zato je korisno promotriti elementarne transformacije jo§ jednom, ovog
puta iz drugog rakursa.

Definicija 5.56 Neka je n € N. Elementarne matrice n-tog reda su

10 ...0 ... 0 ... 0
1 ... 0 ... 0 ... 0
00 ... 0 ... 1 ... 0
Eij=1. . : : B =120 n, 0 #
00 1 0 0
00 0 0 1]
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10 0
01 0
Ex=100 ... X0 ... 0],i=12,....,n, \€ R\ {0};
0 0 0 1 0
100 1
1 0 0 0 ]
1 0 0
Ei,j:)\: 00 X 1 0 7Z7‘7:1727"'7n77’7é~7’A€R'
0 0 0 1

Napomena 5.57 Podrazumijevamo da je u matrici £; ; x skalar A na mjestu (7, j) (pa je
u navedenoj definiciji matrica F; ; » prikazana u slucaju kad je j < i).
Vazno je uociti da su sve elementarne matrice regularne. Lako se provjeri da vrijedi

-1_p p-1_ -1 _
Eij = Eij, Ei,)\ - Ei,%’ Ei,j,)\ = Eij—x-

Sljedeéi teorem otkriva ulogu elementarnih matrica.

Teorem 5.58 MnoZenjem proizvoljne matrice A € My, s elementarnim matricama s
lijeve strane realiziraju se elementarne transformacije redaka matrice A.

Pritom je E;; A matrica koja nastaje zamjenom i-tog i j-tog retka u A, F; xA je matrica
kogu dobivamo tako da i-ti redak uw A mnoZimo s X\, a umnoZak E; ; \A je matrica koja se
dobije kad se i-tom retku matrice A pribroji njezin j-ti redak pomnoZen s A.

Dokaz: Treba prvo uociti da su sve navedene elementarne matrice iz prostora M,, (da bi
navedeni produkti bili definirani).

Tvrdnja se dokazuje direktnom provjerom. Radi jednostavnosti, demonstrirajmo nave-
dene tvrdnje u slucaju m = 2.

Uzmimo proizvoljnu matricu A = [ e din ] . Sada je
azr ... Q9n
|:0 1:||:a11 aln:|:|:a21 agn:|
1 0 asy ... Qo2p a1l ... Qin ’
1 0 ailr ... Qin _ all e A1n
0 A asy ... Qo9p Aag; ... Aag, |’
1 0 a1 ... Qin _ all e A1n
Al asy ... Qaop as1 + a1 ... aon, +Aain |
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Za proizvoljan m € My,, provjera je potpuno identi¢na. O

Sve do sada razmatrali smo rang proizvoljnih matrica. U nastavku é¢emo se ogranic¢iti
na kvadratne matrice. Pokazat ¢e se je rang matrice vrlo koristan alat u ispitivanju
regularnosti matrica i odredivanju inverza.

Veé smo uspjeli karakterizirati regularne matrice pomoé¢u determinante (no dokaz smo
proveli samo za matrice tipa (2,2)). U sljede¢em teoremu regularne matrice ¢emo karak-
terizirati pomocu ranga.

Teorem 5.59 Matrica A € M, je reqularna ako i samo ako je r(A) = n.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je r7(A) = n. Prema teoremu 5.54 to znaci da matrica
Areq ima to¢no n netrivijalnih redaka. Po definiciji reduciranog oblika matrice to znaci da
je Apeq =1 € M,,. Dakle je A ~ 1.

Ovo znaci da se matrica A moze dobiti iz jedini¢ne matrice I primjenom konacnog broja
elementarnih transformacija. Prema prethodnom teoremu zato je A = E,E,_1 ... E2Fql,
pri ¢emu su Ejy, ..., E, prikladno odabrane elementarne matrice. (Konkretno, E; je ele-
mentarna matrica koja realizira onu transformaciju koju smo prvu primijenili na matricu
I, nakon toga primijenila se neka druga transformacija kojoj odgovara matrica Es itd.)

Odavde i iz napomene 5.12(e) slijedi da je A, kao produkt regularnih matrica, i sama
regularna.

Preostalo je dokazati: ako je r(A) < n onda je A singularna. Uzmimo zato da vrijedi
r(A) < n. To znaci, prema teoremu 5.54, da matrica A,.qy ima barem jedan nul-redak.
Sada znamo, prema definiciji reduciranog oblika matrice, da je posljednji redak A,.q nul-
redak.

Kao i u prvom dijelu dokaza, imamo A = E,E,_1 ... EoFE1A,cq pri cemu su Eq, ... E,
prikladno odabrane elementarne matrice. Pretpostavimo sad suprotno naSoj tvrdnji,
da je A regularna i pokazimo da to vodi na kontradikciju. Pomnozimo jednakost A =
EpEy_1 ... EyE1 Apeq matricom E; 1 s lijeva. Dobivamo E; 1A = E, 1 ... E23E1 Apeq. Ovu
jednakost sad pomnozimo, opet s lijeva, matricom E;_ll i analogno nastavimo dalje. Nakon

provedenih p koraka dobivamo E° L Ep__llEp_ YA = A,eq. S desne strane ove jednakosti
imamo umnozak regularnih matrica; zato je, prema napomeni 5.12(e) taj umnozak regu-
larna matrica. Dakle, i matrica A,.q je regularna. To znaci da postoji kvadratna matrica
B takva da je A,eqB = I. Medutim, zadnji redak matrice A,.q (a onda i matrice A,.4B)
je nul-redak. Zato je (AyeqB)nn = 0. Kontradikcija. O

Zabiljezimo odmah i sljedeéi vazan korolar koji se odnosi na homogene sustave linearnih
jednadzbi.

Korolar 5.60 Neka je A € M,. Homogen sustav jednadzbi AX = 0 ima jedinstveno
(samo trivijalno) rjesenje ako i samo ako je matrica A regularna.

Dokaz: Tvrdnja slijedi izravno iz korolara 5.40 i prethodnog teorema (i njegovog dokaza).
O
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Prethodni teorem ne daje nam samo novi nafin prepoznavanja regularnih matrica,
nego i vrlo u¢inkovitu i jednostavnu metodu invertiranja regularnih matrica.

Pretpostavimo da je matrica A € M,, regularna. Prema teoremu 5.59 (vidite i dokaz),
tada je r(A) =ni A ~ I. Sli¢no kao u prethodnom dokazu sad mozemo zakljuciti da se I
moze dobiti iz A primjenom kona¢nog broja elementarnih transformacija. Imamo, dakle,
I =F; ... - EbE{A, pri ¢emu smo ucinili ¢ transformacija, a matrice E; su elementarne
matrice kojima su (upravo tim redom) te transformacije redaka realizirane.

Matrica Fy - ... - EoFj je zbog napomene 5.12(e) regularna. Zato prethodna jednakost
pokazuje da su A i E; - ...- EyF; jedna drugoj inverzne matrice. Vrijedi, dakle, A= =
Ey - ... FyEy, §to mozemo pisati i kao A= = E; - ... E3E1I. Sad, medutim, u svjetlu
teorema 5.54, zadnju jednakost mozemo procitati na sljedeé¢i nacin: ako na matricu 1
primijenimo to¢no one iste transformacije redaka, i to u istom poretku kojima smo iz
matrice A dobili I, rezultat ée biti upravo A=!!

Opisana metoda trazenja inverzne matrice A~! naziva se Gauss-Jordanova metoda
invertiranja matrice.

U praksi nije potrebno voditi zapisnik o ucinjenim transformacijama. Zadanoj ma-
trici ¢iji inverz trazimo (¢ak i ako ne znamo unaprijed da je regularna), racunat ¢emo
rang transformirajuéi njezine retke, a svaku transformaciju koju izvodimo odmah ¢emo,
paralelno, uciniti i nad jediniénom matricom. Izade li da je rang dane matrice A € M,
manji od n, ovaj paralelni postupak je bio uzaludan. Ako je pak zadana matrica regu-
larna, njezin rang je nuzno jednak n, u kona¢no mnogo koraka prevest ¢emo tu matricu u
jedini¢nu, a paralelni konaé¢ni rezultat (tj. matrica koju smo dobili istim koracima iz I) je
tada trazeni inverz od A.

110
Primjer 5.61 Odredimo, ako postoji, inverz matrice A= | 1 1 1
01 2
1 10| 100
Formirajmo odmah ”duet” od matrica A i I: 111 ] 01 0| (koje smo
01 2 1] 001

odijelili iscrtkanom linijom) i transformirajmo retke lijeve strane (to je zadana matrica A)
s namjerom da dodemo do I, a iste te tranformacije usput izvedimo i na desnoj strani.
Zapocet ¢emo tako da prvi redak pomnozimo s —1 pa ga dodamo drugom retku:

110100 110 100
111, 010|~l0O0T1]| -110]|n~
0121001 01 2] 001
(sad zamijenimo drugi i treéi redak)
110 100
01 2] 00 1|~ (odprvogretka oduzmemo drugi) ~
001 ] -110
10 -21] 10 -1
01 2] 00 1|~
00 1] -11 0
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(sad od drugog retka oduzmemo treéi pomnozen s 2; te prvom retku dodamo treéi pomnozen
s 2)

1 00| -1 2 -1
o101 2 -2 1
001 ] -1 1 0
-1 2 -1
Iz prethodne diskusije sada slijedi da je A=! = 2 =2 1
-1 1

Za kraj razmotrimo jos ukratko problem svojstvenih vrijednosti.

Neka je A € M, proizvoljna kvadratna matrica. Za svaki vektor (jednostupcanu
matricu) x € M,; mozemo promatrati produkt Ax € M,;. U mnogim primjenama
pokazuje se vaznim pronaéi one vektore x za koje vrijedi Ax = Ax za neki skalar A.
Smisao je da zelimo naéi one vektore x koji pomnozeni matricom A ”ne mijenjaju smjer”;
tj. takve x da Ax i x budu proporcionalni.

Odmah je jasno da ¢e za svaku matricu i svaki skalar A jednakost Ax = Az biti
zadovoljena uzmemo li x = 0. No takvo rjeSenje smatramo trivijalnim. Htjeli bismo
potraziti druga, netrivijalna rjesenja.

Definicija 5.62 Neka je A € M,,. Skalar X se naziva svojstvena vrijednost matrice A ako
postoji vektor x € My1, x # 0, takav da vrijedi Ax = Ax.

Svaki takav vektor se onda naziva svojstven vektor matrice A pridruZen svojstvenoj
vrijednosti .

- . 121 : 21 Ly 2 1
Prlm_]er5.63NekaJeA—[O3}Kak0Je[0 3][0]—[0]—2[0}2&—

klju¢ujemo da je skalar A = 2 svojstvena vrijednost ove matrice te da je vektor x = [ 0 ]

svojstveni vektor matrice A pridruzen svojstvenoj vrijednosti 2.

Napomena 5.64 Ako imamo svojstvenu vrijednost A matrice A i pridruzeni svojstveni
vektor x, vidimo da je, prema svojstvima matri¢cnog mnozenja, i A(az) = «a(Az) =
a(Az) = Aazx). Ovo pokazuje da je i ar pridruzeni svojstven vektor, za svaki a # 0.
Zaklju¢ujemo da svojstven vektor pridruzen nekoj svojstvenoj vrijednosti nije jedinstveno
odreden.

Nije a priori jasno ima li svaka matrica svojstvenih vrijednosti. Da bismo to utvrdili,
korisno je jednakost Ax = Az napisati u obliku Az = Alx, odnosno (A—AI)z = 0. Imamo,
dakle, posla s homogenim sustavom jednadzbi. Matrica sustava je A — AI (pri ¢emu nam
je skalar A\ jo$ uvijek nepoznat), a zeljeli bismo da taj sustav ima netrivijalno rjesenje
x # 0. O¢ito, sad smo u prilici primijeniti korolar 5.60.
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Teorem 5.65 Neka je A € M,,. Skalar X\ je svojstvena vrijednost matrice A ako i samo
ako je matrica A — A\l singularna.

Dokaz: Prema korolaru 5.60, homogen sustav (A — A\l)z = 0 ima i netrivijalnih rjesenja
ako 1 samo ako je matrica sustava A — Al singularna. O

Regularnost, odnosno singularnost matrice opéenito znamo prepoznati iz njezinog
ranga. Ako je matrica A drugog reda, onda mozemo upotrijebiti i determinantu, odnosno
teorem 5.15. Tako dobivamo sljedeéi rezultat (koji je istinit i za matrice n-tog reda).

Korolar 5.66 Neka je A € My. Skalar A € R je svojstvena vrijednost matrice A ako i
samo je det(A— M) = 0.

A A
Agr Ago

Tadaje A—-)\I = |: All —A A12 :| paje det(A*)\I) = (AH*)\)(AQQ*)\)*AglAlg =
A1 A —A

A2 — (Aq1 + Ago) A + (A1 420 — Agy Aa).

Sad prema prethodnom korolaru zaklju¢ujemo: skalar A € R je svojstvena vrijednost
matrice A ako i samo je A rjeSenje kvadratne jednadzbe A2 — (A1 + Ago) A + (A1 Asg —
Ao Aig) = 0.

Posebno, odavde odmah slijedi da kvadratna matrica drugog reda moze imati najvise
dvije svojstvene vrijednosti. Osim toga, ako navedena jednadzba nema realnih nul-toc¢aka,
matrica A nema svojstvenih vrijednosti.

Napomena 5.67 Neka je A = [ } proizvoljna kvadratna matrica drugog reda.

-4 -9

6 11
nasli svojstvene vrijednosti, treba rijesiti jednadzbu A?> — TA+10 = 0. Slijedi da su skalari
A1 =21 Ay = 5 svojstvene vrijednosti ove matrice.

Primjer 5.68 (a) Neka je A = [ ] Prema prethodnoj napomeni, da bismo

V2 V2
(b) Pogledajmo A = \% \% . Postupajuéi kao u prethodnom primjeru dobi-
T2 T2

vamo kvadratnu jednadzbu A2 — v/2\ + 1 = 0 koja nema realnih nul-to¢aka. Zato ova
matrica nema svojstvenih vrijednosti.

Moze se pokazati da je ovaj primjer samo poseban slu¢aj mnogo opcenitije Cinjenice:
cosp singp

ako je ¢ € (0,7) onda matrica A = .
—sing cosp

nema svojstvenih vrijednosti.

(Provjerite!)

Kad odredimo svojstvene vrijednosti dane matrice, nalazenje pridruzenih svojstvenih
vektora se svodi na rjesavanje homogenog sustava linearnih jednadzbi (A — A\l )z = 0.
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4 —
6 11
stvenu vrijednost Ay = 2. Trebamo rijeSiti homogen sustav ¢ija matrica je A — 21 =

i)

Primjer 5.69 Uzmimo matricu A = [ ] iz prethodnog primjera i njezinu svoj-

- : Lo : 13 o
Odmah je jasno da je reducirani oblik ove matrice A" = [ 0 6 ] pa je rjeSenje x =
_3 _3
t [ i , t € R. Tako nalazimo da je vektor x = [ i ] pridruzeni svojstveni vektor.

No, i tz, za svaki t € R, t # 0, je takoder netrivijalno rjesenje naSeg sustava, pa je i svaki
od tih vektora pridruzeni svojstveni vektor. Ovo je u skladu s napomenom 5.64.

Na identi¢an nacin izrac¢una se da je y = ] svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj

-1
vrijednosti Ao = 5. Kao i prije zaklju¢ujemo da i svaki vektor oblika ty za t € R, ¢t # 0,
ima isto svojstvo.

U nastavku ¢emo se, jednostavnosti radi, ograniciti na kvadratne matrice drugog reda.
Veé smo vidjeli da matrica A € Ms moze imati najvise dvije razlic¢ite svojstvene vrijednosti.
Pretpostavimo da je tako; neka su Ay 1 A9 svojstvene vrijednosti matrice A, te neka su
v1, vz njima pridruzeni svojstveni vektori. Vidjet ¢emo da skup {v1,vs} ima zanimljiva
svojstva.

Propozicija 5.70 Neka su \1 i Ao svojstvene vrijednosti matrice A € M, te neka su vy,
vy ngima pridruZeni svojstveni vektori. Tada je skup {vi,ve} linearno nezavisan.

Dokaz: Pretpostavimo da je ajv; +asve = 0. Pomnozimo li ovu jednakost s A, dobivamo
A(aqv1) + A(agvy) = 0. Kad iskoristimo pretpostavku, odavde imamo ay Ajv1 + agdavg =
0. Sad mozemo polaznu jednakost pomnoziti s A\; i oduzeti od posljednje. Rezultat je
agAavy — agA1vy = 0, odnosno as(Ay — A1)vg = 0. Jer je vy # 0, slijedi aa(Aa — A1) =0,
a kako je po pretpostavci i A # Ag, slijedi ap = 0. Uvrstavanjem u polaznu jednakost sad
odmah slijedi i a; = 0. O

[VlZ

Vi } . Uvedimo

Zadrzimo prethodne oznake. Dodatno, neka je v; = [ “;H } ivg =
21

Vit Vio ]

1 matricu V =
[ Vor Voo

b . : : o
bl ] prikazati kao linearnu kombinaciju vektora vy
2

i vo. Trazimo, dakle, koeficijente x1 i z9 takve da vrijedi b = xqv1 + xove. Izjednacavajudéi
koeficijente dobivamo sustav

Pokusajmo proizvoljan vektor b = {

Viier + Viszs = by
Vorx1 + Vagwe = by’

U matri¢nom obliku, taj sustav ima zapis Vo = b. Jer su vektori v; i vg linearno nezavisni,
matrica V ima rang 2 pa je regularna. Nas problem ima, dakle, jedinstveno rjesenje i ono
glasi x = V~!b. Tako smo dokazali
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Teorem 5.71 Neka su A1 © Ao svojstvene vrijednosti matrice A € Ms, te neka su vy, vg
njima pridruZent svojstvent vektori. Tada svaki vektor b € M, ima jedinstven prikaz u
obliku b = x1v1 + x9vs.

—4

Primjer 5.72 Uzmimo matricu A = [ 6

_1? ] iz primjera 5.69 i njezine svojstvene

_3
vrijednosti A\; = 2, Ao = 5. Izracunali smo da su pridruzeni svojstveni vektori v; = [ 2 ]

1
=]
1V = 1 |

. b
Prema prethodnom teoremu sada se svaki vektor b = !

bo
nacin prikazati kao b = x1v1 + zove. Koeficijente x1 1 x9 lako dobivamo rjesavajuéi 2 x 2
sustav jednadzbi kao u diskusiji prije teorema. U ovom slu¢aju se dobiva

€ M5, moze na jedinstven

b:[il } :(—2b1—2b2)[_%]+(—2b1—3bg)[_1].

Prethodni teorem pokazuje se osobito korisnim u situacijama kad treba racunati po-
tencije matrice A. Ilustrirajmo to sljedeé¢im primjerom.

—4

6

Primjer 5.73 Za matricu A = [ 1

_1? } iz prethodnog primjera i vektor b = [ ! ]

izracunajmo ASb.

Prvo primijetimo da vrijedi Av; = 2v; odakle je A%v; = A(2v1) = 2Av; = 4v1. Sad
nije tesko ustanoviti da je i opéenito AFv; = 2Fv;, Vk € N. Posebno, A%v; = 28v;. Sasvim
analogno vidimo i da je A%vy = 5%v,.

Nadalje, iz prethodnog primjera znamo da za nas zadani vektor b imamo b = —4v; —5vs.
Zbog distributivnosti mnozenja matrica odavde je
—4.28 459

o8 _ K9
Agb:—4-28v1—5-58v2:[ 6-2"—5 }

1.5

Primjer 5.74 Pogledajmo Lesliejevu matricu L = [ 0.08 0

} s istom interpretacijom

kao u primjeru 5.19.
Izra¢unajmo svojstvene vrijednosti ove Lesliejeve matrice. Dobivamo jednadzbu A? —
1.5\ — 0.16 = 0 odakle nalazimo A1 = 1.6 1 Ay = —0.1.

Lako je nadi i pridruzene svojstvene vektore: dobiva se v; = ] (za svojstvenu

1

vrijednost A\ = 1.6), te vg = [ } (za svojstvenu vrijednost Ay = —0.1).

—4
105

1
LN(0), N(2) = LN(1) = L2N(0) i, opéenito, N(t) = L'N(0), Vt € N. Ovdje, medutim,

Pretpostavimo da je N(0) = [ } Kao i prije, sad mozemo racunati N(1) =
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mozemo postupiti to¢no kao u prethodnom primjeru jer matrica L ima dvije razlicite
svojstvene vrijednosti. Lako se izracuna

¥ =[] surmns[2]4] 3],

Odavde je N(t) = L'N(0) = L*(5v1 + v9) = 5L + Ltvy odakle je

N(t)=5-1,6 [ 22 ] + (=0.1)" [ _i ]

Fy F
Primjer 5.75 Uzmimo opet Lesliejevu matricu drugog reda L = [ PO (1) } (usp. prim-
0

jer 5.19). Prema korolaru 5.66 matrica L ima dvije razli¢ite svojstvene vrijednosti ¢im je
F02 + 4PyFy > 0 jer je det(L — \I) = A2 — FyA — PyFy. Pretpostavimo da je tako.

U takvoj situaciji izlazi da je veéa svojstvena vrijednost uvijek pozitivna (¢im je Fy >
0). Pokazimo sada da ta veca svojstvena vrijednost igra specijalnu ulogu.

Neka je A1 veca svojstvena vrijednost te neka je v pripadajuéi svojstveni vektor (u

prethodnom primjeru imali smo A\ = 1,61 v; = [ 2(1) ])

Pretpostavimo da je N(0) = v; = [ g

} . Racunajuéi kao u prethodnom primjeru sad
)\t
dobivamo N (t) = Mjv; = %a .
i B
Promotrimo sada, u trenutku ¢, u ukupnoj populaciji udio p(t) = % jedinki
starosti 0. Iz prethodne relacije za N(t) dobivamo
Na @

T XNa+XB  a+B

p(t)

Zakljuc¢ujemo da je promatrani udio stabilan, tj. neovisan o ¢. U tom smislu kazemo
da pocetni vektor N(0) generira stabilnu starosnu distribuciju. Pokazali smo, dakle, da
N(0) = vy generira stabilnu starosnu distribuciju. Primijetimo da isti efekt postizemo i
ako umjesto vektora vy uzmemo neki drugi svojstveni vektor tv, t € R. Moramo samo
osigurati, Sto je jasno iz prirode ovog problema, da obje komponente vektora tv; budu
pozitivne.

Zadaci: 14. domadéa zadaca

1. Pokazite da su vektori (z,y) i (Az, A\y) U R? linearno zavisni, za svaki skalar .
2. Ispitajte linearnu zavisnost skupa {(1,1,3),(=5,1,2),(1,0,1)} u prostoru R3.

3. Neka je u nekom vektorskom prostoru V' skup {z,y} linearno nezavisan. Pokazite
da su tada linearno nezavisni i skupovi (a) {z +y,z —y}, (b) {22 + y, 3z — y}.
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10.

11.

12.

13.

. Odredite rang matrice A =

1 3 5 -1

. . 2 -1 -3 4

. Odredite rang matrice A = £ 1 -1 7
T7 9 1

2 1 1 -3
3 -4 -9 -8

— 1 5 2
1 -1 -4 -2
1 1 0
. Odredite inverz matrice A= | 0 1 1
0 01
[2 2 1 1
. . 210 1
Odredite, ako postoji, inverz matrice A = 35 11
2 4 2 1
[0 1 1 3
. Odredite, ako postoji, inverz matrice A = 411 I 51; 1;
13 4 2

0 -1

. . . . .. . . 2 3
. Izracunajte svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti matrice (a) A = [ ],

(b)B:[:g ﬂ,(c)cz{g ;]

-1

ZaA:[ 0 2

] odredite svojstvene vrijednosti i pridruzene svojstvene vektore

. . 1
te izracunajte A2 za z = [ _3 } .

—2

ZaA:[_4 3

] odredite svojstvene vrijednosti i pridruzene svojstvene vektore

—11
te izracunajte A%z za x = [ 9 ]

2

03 0
Odredite obje svojstvene vrijednosti, pridruzene svojstvene vektore i nadite N(0)
koji generira stabilnu dobnu distribuciju.

Neka je L = { ] Lesliejeva matrica za populaciju s dvije starosne klase.

7

0.1 0
Odredite obje svojstvene vrijednosti, pridruzene svojstvene vektore i nadite N(0)
koji generira stabilnu dobnu distribuciju.

Neka je L = { ] Lesliejeva matrica za populaciju s dvije starosne klase.
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Napomene i komentari
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